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L^ § 1 «'. — DE L'ACCfiLfiRATION TRANSMISE , DANS LE CAS 
, . DE DEUX MOUVEMENTS BECTILIGNES. 

*^ ABTICLE •«'. — Cas oik lea surfaces S et & qui 1!- 

^ inltent les deux eorps solides, sont des eylindres 

ftaralleles entr« eat et perpendleulaitfes aax direc- 
tions dee deplaeetnents reetilignes* 

*• Peejiw XiEiqce rehttif au deplacement infmiment 
petit d'une droite dans un plan. 

On suppose que t la droite CC (fig. 1 ) passant & 
la position infiniment voisiae DD' sans changer de 
^ longueur, sa direction nouvelle forme avec sa direc- 
> tion primitive an angle GID repr^sente par i. On 
^ mfene les droites PJBJ et D'E' perpendieulaires a CC ; » 
5. et dopt la premiere , prolonged , va rencontrer en F 
>v topOTMteleD'FfcCG'. 
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4 QNEMATIQUR. 

Le triangle rectangle D D' F donne 

D'F = DD'. cost, DF = DD'. sin t ; 

d'od Ton conclut, & des infiniment petits pris n£- 
gligeables , 

EE'rsCC', DE + D'E'=--CC'.t. 
De 14 on tire d'abord C E = C 1 E 1 , ou 



CD. cosDCE=C'D'. cosD'C'E', 



ensuite 



CD.sin DCE+C'D'.sin D'&K'aCCU 

Ges deux derni&res relations reviennent aux soi- 
vantee : 

(J ) t; cos 9 — v* cos ?' = o , 

(2) (t;sin<p-fVsin<p') <fc = CC. t, 

oft v et v' reprisentent les vitesses des points C et C', 
od ? et <f J sont les angles que foment ces vitesses 
avec la direction CC , de part et d 'autre de CC'. 

1st. Vitesses simultantes v et v' des deux corps solides. 

On suppose le plan de la fig. 2 parall&le aux di- 
rections des translations, lesquelles sont representees 
par les droites OV et OV issues du pointX). Ce plan 
determine, dans les cylindres S et S', les sections 
droites MG et M'G 1 extdrieurement tangentes Tune 
& Pautre au point T , et ayant les points G et C pour 
centres de courbure respectifs , en sorte que CC' est 
la normale commune. Soient M et W les points par 
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lesquels se toucheront MG et M / 6 / au boat da temps 
dt ; la normale iHGenM passe en C , la normale k 
M / G / en M / passe en C? , et Ton a sensiblement 

GM = CT, C'M'ziiC'T. 

Done, aprfes le emplacement &6mentaire, lorsqne 
les droites CM et M'C sont venues se placer sur 
le prolongement Tone de l'autre, la distance CC' 
est rest£e la m£me. C'est done comme si la droite 
CC s'&ait inflniment pea dSplacde sans changer 
de longnenr. En consequence, on peut appliqner 
la formule 

(3) v cos 9 — v' cos f = o, 

&ablie au n° 1 , dans laqnelle v et v' repr&entent 
ici les vitesses de translation des cylindres S et S # , 
en m£me temps que 9 et 9* sont les angles formes 
par OV et OV avec la droite ON paraMe k la 
normale commune CC 1 . 

dv dv' 
3*. Accelerations simultantes — et — . 

dt dt 

Que Ton derive la formule (3) par rapport au 

temps, et Ton obtient 

dv dv' do . do' 

— cos 9 tt cos 9 1 = v sin 9 -j- — v' sin 9' -J-. 

dt dt T T dt T dt 

Mais la somme 9 + 9' est constamment dgale & 
Tangle VOV des directions des translations recti- 
lignes; on a done 

do dv* 
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9} , par copagquen} , 
dv dv' . , . , . do 

— COS <p ^r -gr- COB fl' = (V PfQ (f + *>' SIP ?') ~fr 

Dans cette dgalit^ , dy repr£sente Tangle des deux 
directions capjsdeirtives de la droite GC; vc'est done 
JVngle f de la formule (%). D'ailleurs GC y est 6gal 
4 1* sommfl des rayons de courbure , et , si Ton pose 

C r r = p, C'T = p', 

cette formnle (2) pent e'dcrire 

(v sin © + v / sin <p') dt = (p -+- p') rf<p , 
ou 

rf© v sin ©. + v' sin o ' 
dt p + p' 

On eri conclut, entre les accelerations des mou- 
vements rectilignes, la relation 

,. v dv dv 1 , (v sin ® -A-v 1 sin ©')' 

W W C08 ♦ ~*~-t , = j+? • 

dans laquelle la somme p + "£' se change ed Utite 
difference, s'il s'agit d'un contact interieur des lignes 
MG et M'G\ 
Ainsi, les formules (3) et (4) determinent v et 

-j-, quand on connalt v 1 et -=- 9 ou reciproquetnent 

On peut d'ailleurs, comme on va le voir, faire 
figurer dans le second membre de la derniere , le 
carre de la vitesse de glissetneijt, 
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4ft. Vitesse de glissement u. 

L'are &£mentaire de glissement udt n'est autre 
que la somme TM + TM' des chemins parcourus 
sur les lignes MG et M'G', dans le temps dt, par 
le point de contact Or , les angles en C et C' (fig. 2) 
sont ^gaux a dy ; on a done 

TM = prf<p, TM' = p'd<? t 
puis 

udt = ( p -+- p' ) dy , 

puis , apr&s division par dt et substitution de la 

do 
valeur pr4c£demment trouvde pour -^- , 

(5) u = v sin <p + a' sin 9'. 

La formule (4) peut done s'^crire encore 
dv dv' . u* 

_C08 f -^-C08 9 >= FT? . 

ARTICLE *. — Cas He deux corps solfdes terminus 
par des surfaces SetS' qneleonqnes* 

tt. Recherche des points M ^ M ; par lesquels se 
touchent , aw foul du temps dt , /e$ surfaces S it S'. 

On suppose le plan de la figure 3 parallele aux 
directions des translations et renfermant, al'dpoque t, 
le point T de contact des surfaces S et S'. On prend 
ce point T pour origine de trois axes rectangulaires 
TX, TY et TZ, dont le premier est la projection 
de la normale commune sur le plan de la figure, 

2 



8 CINEMATIQUE. 

et dont le second est la trace , sur le meme plan , 
da plan tangent commun. 

Dans le voisinage du point T , les Equations des 
surfaces S et S ; prennent la forme 

z = kx + to 1 + mxy + ny 1 , 

z' = kx 1 + l'x n + m'x'y' + n'y H . 

La valeur du coefficient k depend de I'inclinaispn 
du plan tangent commun sur le plan XTT; les 
coefficients I, m, n sont d&ermin^s quand on con- 
nait, en grandeur et en direction, les courbures 
principales de la surface S au point T; les coeffi- 
cients V y m', n' s'obtiennent au moyen des m£mes 
dl&nenls de la surface S'. 

Les (^placements des deux corps solides &ant 
paralleles au plan XTY, il en r^sulte que les points 
M et M' par lesquels ils se touchent au bout du 
temps dt, sont situes § une m£me distance infiniraent 
petite h du plan XTY. Nous supposerons cette dis- 
tance donn^e arbitrairement , et nous poserons 

z = z' =. h; 
d'ou , sensiblement , 

h 



x = x' = 



k 



De ces derni&res relations on conclut que les points 
^ et ^/, projections des points M et M ; sur le plan 
XTY, peuvent Atre consid^r^s comme situes sur une 
m£me parallfcle & T Y. 

D'ailleurs, les plans tangents aux points M et M' 



sont n^cessaicew^l, pamll^les. On a done leq deux 
Equations de Qoacjitiqn 

2 Ip+my = 2 Vx 1 + m'y 1 , 
mx 4- 2 ny-= tn'a?' + 2 n/y', 

lesquelles d&erminent y et y' apres qu'on y a rem- 
place 7 a? et x 1 par-r-. 

fv 

e. Calcul des parametres p ef p 1 . 

Les coordonn^es x et y da point H , une fois ob- 
tenues, fournissent liquation de la droite ^ C pro- 
jection y sur le plan XT Y, de la normale en M a la 
surface S. Gette Equation fait connaitre , a son tour , 
la position du point G ou la projection coupe l'axe 
TX. On determine, de mgme , la position du point C ; 
ou le prolongement de l'axe TX est rencontrd par la 
projection W C de la normale en M' a la surface S'. 

Si Ton repr&ente ensuite par p et p 7 les longueurs 
TC et TG ; (qui ne constituent pas ngcessairement 
des rayons de courbure) , et si Ton supprime des 
infiniment petits n^gligeabies , on 6tablit ais&nent les 
formules 

v mx + %ny' * m^' + Zn'y'* 

dans lesquelles les coordonndes x, y, x', y' doivent 
6tre remplac^es par leurs valeurs obtenues prdc^- 
demment ; ce qui donne pour f et p' , apres toute 
simplification , des expressions ind^pendantes de 
Tinfiniment petit h. 
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■». Vitesses et accelerations rimultanees. 

La droite %%' Slant perp end icnl aire ear CC', et 
les angles egaox TC» et TCU' e"tant infiniment 
petits, il en rSsulte que la somme UC-fl'C ne 
diilere pas sensiblement de CC'. Si done , par suite 
des translations elSmentairea des surfaces S et S', 
les points % et W viennentase confondre , et les 
droites Clfc et I'C'ise placer sot le prolongement 
1'une de l'autre , la distance mnlnelle des points C et 
C restera la raeme. On Stablira done , comme idi 
n- 2 et 3 , les formulas 

(3) v cos ? — «' cos ?' = a , 



P+P 1 

an <f et ?' sont tea angles que torment les vitesses de 
translation v et v* avec la projection de la normale 
commune snr un plan parallele a ces vitesses , ou p 
et p' representent des quantities definies et deter- 
miners au n° 6. 

Quant a l'arc elSmentaire de glissement, Sgal a 
MM' par definition , il est anssi represents par HLW , 
et a , par consequent , pour expression CC. rff. On 
en conclut aisement , comme an a" 4 , la formule 
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§ ». — DE L*ACC£l£RATION TRANSMISE , DANS LE GAS 
DE DEUX MOU YEMENIS DE ROTATION S'EFFECTUANT 
AUTOUR D'AXES PARALLfcLES. 

ARTICLE l #r .— Cas ou lei rarfeeei 9 et S'qni limi- 
tent lea corps solldes , mont de» eyllndres paralleled 
aox axei de rotation* 



9. Second lemme relatif au emplacement infiniment 
petit (Tune droite dans un plan. 

La droite CC (fig. 4) rencontre en Ma droite XY 
situ£e dans ce plan ; au bout da temps dt, cette 
droite s'£tant d£plac£e sans changer de longueur , le 
point € arrive en D, le point C en D', et la rencontre 
P en Q ; des points D, D' et Q on abaisse sur CC les 
perpendiculaires DE, D'E' et QR; on conserve d'ail- 
leurs les notations du n° 1 , et Ton repr&ente par ty 
Tangle de G C avec X Y. 

Les deux droites CC et DD' se coupant au 
point I , les triangles semblables I D E , I D'E' et 
IQR donnent 

DE _ D'E' _ QR 
IE "~ IE' ~" IR f 

ou, sensiblement , 

DE __ D'E' _ QR 
IC "" IC "" IP # 

On en d&luit 

QR — DE _ QR + D^ 
CP " C'P 



puis 

A _ CP.D*E' + C'P. : DE 
QR = GC^ ' 

ou, enfin, 

(6) P Q. sin ty = 2-Xj L dU 

Cette formule determine le chemin &6mentaire 
*P<5"<Itte paroourt le poiritP sur XY. 

*©. ■ Wfesaes' anguktires sirmdtan&s a *f a'. 

On suppose les axes de rotation perpendiculaires 

aa plan 1 de la figure 5 , qu'ils percent aux points A 

et A'. Ge plan d&erimne les sections MG et M'G' 

datis les surfaces 'S et S y mobiles autour< de ces 

axesavec les vitesses a et a'. Les sections MG et 

'M'GVtangentes ext^riebfenient Pane h 1 'autre au 

point T, ont les points C et C y potir centres ndes 

•ttdurbures 4 qui r^pbtident au point de contact. Au 

bout du temps dt , leslignes MG et M'G ; se toucbent 

/ par les points M et M y , en sorte que les droites CM 

et M'C sont plac£es sur le prolongement Tune de 

l'autre; et comme, cFailleurs f on a sensiblement 

CT = CM, C'T = C'M', 

il en r&ulte que la distance ruutuelle des points G 
et G / est la metoe avant et aprfes le d^placeinent 
&£mentaire. La formule (i) du n° 1 est done appli- 
cable ici. 

Dans cette formule, les vitesses 3ih£aires v et v' 
des points G et C' 1 doivent 6tre Wmplacdes par les 
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J r 



produits a. AC et a'.A'C, et les angles <p et y* par 
les complements des angles 5 A CP et A'C'P. La for- 
mule (1) devient alors 

a. A C. sin ACP — a'. A'C sin A'C'P = o. 

Mais, dans les triangles A CP et A'C'P , on a 

AC. sin ACP = AP. sinAPC, 
A' C . sin A'C'P = A'P . sin A'PC. 

La relation qui lie a et a' peut done encore s'^crire 

. ■ » . 

a. AP — a'. A'P = o, 

ou , plus simplement, 

(7) pa — p'a 1 =. o , 

en representant par p et p 1 les distances AP et A' P. 



da da 
lO. Accelerations angulaires simultane'es —- et — , 

v . . i v , « pt at 

D^rivons par rapport au temps les deux membres 
de la formule (7) ; nous aurons 

da da' .dp* dp 

* dt r dt dt dt 

Mais la somme p + p' est constante, ce qui en- 
traine la condition 

dt * dt~ * 

et ram&ne la relation pr£c£dente a la forme 

d a A a> , . a dp 1 
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Dans cette relation , dp 1 repr&ente le displacement 
el^raentaire du point P sur A A' (fig. 5), dans le 
sens A' A ; son expression est done la m6me que 
celle obtenne pour P Q (fig. 4) , par la formule (6). 
Si done on pose 

CT=sp, C'T=p', TP = j, CPA=^; 

si Ton change ensaite CP, G'P et CC en q — p, 
q-\-p* et p + p'; vsin<p et v'sin?' en a.AC. cos AGP 
et a'.A'C'.cos A'C'P; enfin PQ en dp', cette for- 
mule (6) fournira la suivante 

dp^ . a\g— p) A'C'.cos A'C'P+afo+pQAC. cos ACP 
rf/ 8m *~ P + p' 

dans laquelle on peut remplacer 

AG.cosAGP, A'C'.cos A'C'P 
par 

GP — AP.costJ;, C'P+A'P. cos(>, 

ou par 

y — p— p cos ty y q + p'+p 1 cos ty ; 

ce qui donne , apr&s toute simplification et en ayant 
^gard & la relation (7) , 

t!rin»«-y«coe» + (f, " p) . (f f +pl) («+« / ?. 

ut p -f- p 

Ce r&ultat , substitud dans la formule (8) , dont on 
multiplie pr^alablement par sin ty les deux membres* 
conduit , apres changement de p a ( a + a' ) en 
(p -+• p') aa\ k la formule definitive 

(9) (Pji-f^s;) 8in W W)««' cos «];= (? ~ p) ^j" P ° (a-f «?, 
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laquelle determine — quand -?- est donn£ , comme 
la formule (7) determine a quand on donne a # . 

11. Vitesse de glissement u. 

Pour ^valuer Tare £l£mentaire de glissement 
MT+TM' (fig. 6), il faut observer que les rotations 
adt et a'dt , effectives autour des centres respectifs 
k et A', font ddcrire au point P le m£me eminent, 
eh m£me temps qu'elles amenent les points M et M' 
k des positions identiques ; elles ont done pour efifet 
d'appliquer les droites P M et PM' Tune sur l'autre ; 
et, comme ces rotations sont de sens contraires , on 
en conclut que les droites PM et PM', avant leur 
defacement, forment entre elles un angle MPM / 
£gal k adt -f- a'dt: en sorte que, dans la figure 
MPM ; , assimitee k un triangle de base infiniment 
petite MM 7 et de hauteur TP , on a sensiblement 

MM' = TP(a + a')df. 

II en r&ulte la formule 

(iO) u=q(a + a'). 

Le second membre de la formule (9) s'exprimera 
done aussi bien par le produit 

(-■$-) (*+f ) rT? 

ARTICLE *.-— Ca« de euirffaeee S et S' queleonquee* 

19. Vitesses et accelerations angulaires simultanees. 
On suppose le plan de la figure 7 nien^ par le 



16 CIJfflEMATlQUfr 

point T de contact de^s surfaces S et S 1 , et perpendi- 
culaire aux axes de rotation, qui Je percent aux points 

A et 4 / »9 e P* an C0U P e * e Pl an tangent commun 
suivant la droite T Y ; il regoit la projection de la 
normale commune suivant . la djcpite IX perpendi- 
culaire a T Y et rencontrant A A 1 en P. 

Les points M et M' par lesquels S et §' se touchent 
au bout du temps dt> aprfes rotation autour des axes 
respectifs A et A 1 , sont k dgale distance du plan de 
la figure ; ils sont done situ£s sur une parall&le a T Y ; 
il en est done de m6me de leurs projections ft et ft' 
sur ce plan. Soient ft C et ^C les projections, sur le 
roeme plan , des normales a S et S' menses par M et 
M'; soient G et C leurs points de rencontre avec TX ; 
posons 

TC = p, TC' = p'. 

Au bopt du temps dt les points M et M 7 se con- 
fondent , ainsi que leurs plans tangents ; les points ft 
et ft' se confondent done aussi , et les droiles CNSl et 
ft' C viennent se placer sur le prolongement Tune 
de l'autre , sans que, d'ailleurs, la distance des 
points G et G' change d'une mani&re sensible ; car 
on a sensibl.ement 

Cft-fft'C':=CC', 

ft ft' &ant perpendiculaire k CQ*. On a done, comme 
aux n°* 9 et 10, les formules 

pa — pV = o, 

/ da da'\ . , , , , A , . (9— P).(g+pQ /^ i m 
\ P dT ~~ p It) ffln ^H^O^'cos*=-i__ la+aV* 
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oil Ton repr&ente par p eip' les segments que de- 
termine sur A A 7 la projection TX de la normale 
commune , par q le segment de T X compris entre le 
point T et la droite A A 7 , par <]/ Tangle de TX avec 
A A', par p et p ' des longueurs que nous d&erminerons 
plus loin. 

id. Vitesse de glissement. 

Pan definition , Tare ^temeataire de glissement udt 
est 4gal.-& MM', ou, si 1'on veut, k -!MI'(Ag. 8). 
Or, on peut drimontrer ,. comme au n° 11 , qu'une 
rotation ait autour du point A am&ne la droite PflL a 
la position & laquelle la droite Pto' est .amende par 
une rotation a'dt autour du point A 7 ; et, comme 
les deux rotations sont de sens contraires, on en 
conclut que rangle-VLPVL 1 est dgal k (a^-a^dt, et 
to^L' a& P {a+a')dt y ou, sensiblement, k T P (a-fa')d'. 
le point m dtant infiniment pr&s du point T. II en 
r^sulte done , comme au n° 11 , la formule 

u = q (a-|- a, )• 

l>ft. Recherche des points M etW. 

On rapporte les surfaces S et S' a trois axes rec- 
tangulaires/dont les deux premiers sont les droites 
TX et TY de la figure 7. Lenrs Equations, r&Luites 
aux termes de l'ordre le moins £lev£ , sont 

z = kx+ lx l -f- mxy -f- ny % 
pour S , et 

z' = kx 4 -+- l'x n + mVy'-f n'y n 
pour S'. 
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Les points M et M' £tant situ£s a meme distance 
da plan X T Y , satisfont 4 la condition 

(H) * = *'; 

d'oii, sensiblement, 

(12) a? = a?/=4-- 

k 

Les plans tangents en M et M' aux surfaces S et S', 
doivent devenir parall&les apr&s que S a tourn^ de la 
quantite adt autour de l'axe A , et S 1 de la quantity 
a'dt autour de l'axe A'. On peut m6me, si Ton veut , 
imaginer que ces deux rotations s'effectuent autour 
de l'axe TZ; c'est ce que nous allons supposer, en 
remarquant d'ailleurs qu'elles ont des sens con- 
traires. 

Avant la rotation , les coefficients angulaires du 
plan tangent en M a S sont 

P = k -h 2/# H- my , Q = mx + 2ny ; 

ceux du plan tangent en M i a S 1 sont 

On a sensiblement , apr&s la rotation adt de S , 

l> = k-\-2lx-\-my , Q = mx + 2ny -|- kadt, 
et , apr&s la rotation — a'dt de S 1 , 

P' = k + 2l'x'-{- m'y 1 , Q' = m'x'+Zn'y 1 — ka'dt. 

La condition de parall&isme des deux plans tan- 
gents est done exprimde par les Equations 

I 2lx + my = Zl i x'+m , y' , 
( 13) \ mx + Zny^m'x'+Zniy'— k(a + a')dt. 
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Dans la formule (10) enfin , u peut 6tre remplac^ 
par le rapport de y — y 1 kdt: en sorte que Ton a 

(14) y-y'=q(a+a')dt. 

Les relations (11), (12), (13) et (14) d&erminent 
les coordonndes des points M et M' ; ces coordonn6es 
soat de Tordre de dt, et ont par consequent entre 
elles des rapports finis. 

IK. Calcul des parametres p et p'. 

Proc^dant ici comme au n° 6, on trouvera pour 
p et p' des expressions de m£me forme que celles 
d£j& trouv^es, et ou il ne restera plus qu'& substituer 
k x, y y x', y 1 leurs valeurs d£duites des formules du 
n°14. 

§ 3. — DE l/ ACCELERATION TRANSMISE , DANS LE CAS 
DE DEUX SURFACES S ET S' DONT L'UNE S TOURNE 
AUTOUR D'UN AXE, ET DONT L' AUTRE S' SE MEUT 
SU1VANT UNE DIRECTION PERPEND1CULA1RE A CET AXE. 

ARTICLE f ". — Let deux surfaces 9 et 9' soot de* 
eyllndres paralleled a l'axe* 

16. Vitesses simultanees a etv 1 . 

Le plan de la figure 9 est suppose perpendiculaire 
k 1'axe ; il le rencontre au point A, et coupe les sur- 
faces S et S' suivant les lignes MG et M'G y , qui se 
touchent au point T. La ligne M G est mobile autour 
du point A avec la vitesse angulaire a , et la ligne 
M' G J mobile suivant une direction perpendiculaire k. 
la droite A B , avec Ja vitesse lin&ire v'. La droits 
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C C qui joint les centres' de tmtbltre rdpottdairt au 
point T, rencontre en P la droite AB, a la distance p 
du point A , & la distance q da point T, et forme avec 
B A Tangle^. Les droites CM et CM', aboutissant 
aux points M etM ; par lesquels les lignes MG et M'G ; 
se touchent an boat du temps dt 9 sont sensiblement 
6gales aux droites CT et C'T, c r est-&-dire aux rayons 
de courbure p et p 1 : en sorte que la distance des 
points C et C J peut 6tre consid£r£e comme n'ayant 
pas varte pendant le temps dt. On a done , en vertu 
de la formule (!), ou Ton remplace v par a. AC, 9 

par — -_ ACP, et 9' par — — (J;, la relation 
2 2 

a. AC. sin ACP — v' sin <]; == 0. 

Mais, dans le triangle A PC, le produit A C. sin ACP 
est £gal k p sin <]/. La condition pr£c£dente devient 
done , apres simplification , 

(15) pa — V s === 0. 

IT. Accelerations anqulaires simultanees —- et -r-. 

dt dt 

Si Ton derive par rapport au temps tot 4brmule<lf>), 

on obtient la relation 

• *.*% da dv ' d P 

<* 6 > '*-■* — *• 

dont il faut transformer le second membre. On a , 
pour cela , recours k la formule (6) , on Ton change 
PQen— dp, CPeny— p,C'P en y + pVCC'en 
p + p ; , comme au n° 10, puis v f en pa, sin 9 1 en cos ty, 
v sin 9 en a. AC cos ACP , e'est-a-dire en a (§"— p 



— £ cos ty). II vient alors , apres division par dt et 
simplification , 

— -£-sm4;== — pac08<J+^ , ; «; 

dt T r T P + p' 

ce qui ramfcrie la relation (46) & la forme 

et permet de determiner l'tine des accelerations 

da dv 1 >~ „ 

-g- ou — , quand rautre est connue. 



18. Vitesse de glissement u. 

Que Ton fasse tourner le point P (fig. 10) de la 
quantity adt autour du point A , ou qu'on lui fasse 
aobir un ddplacemenj rectiligne y'dt perpendiculaire 
^ la direction AB, ce point P d^crit le m6me 
element D'une autre part , la rotation adt imprim^e 
an point M et la translation v'dt imprim^e au 
point W d^terminent la coincidence de ces deux 
points. II en faut conclure que la droite PM, apres 
avoir subi la rotation adt, et la droite PM y , apres 
.avoir subi la . translation v'dt, vienneht se confondre. 
L'angle MPM'de leurs positions primitives est done 
3gal & adt; et, si Ton assimile la figure MPM' k 
un triangle dont TP serait une hauteur, on a sen- 
siblement 

MM' = TP. adt; 
ce qui entraine la formule 
t!8) n = qa: 
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ARTICLE *. — Lei surfaces 9 et S' mont quel— 

eonquei. 

19. Vttesses et accelerations. 

On suppose que le plan de la figure 11 renferme 
le point T de contact des deux surfaces , et est , 
comme pr£c£demment , perpendiculaire a Paxe de 
rotation. La normale commune se projette sur ce 
plan suivant la droite TX, qui rencontre en P la 
droite A B d&inie au n° 16 ; les points ^ et W> situ£s 
sur une m£me perpendiculaire a T X , sont les pro- 
jections des points M et W par lesquels se touchent 
les surfaces S et S' au bout du temps dt; VLC et WC 
sont les projections des normales menses a S et S' 
par les points M et M y ; ces projections rencontrent 
TX en les points G et G y situds a des distances p et 
p 1 du point T d^termindes plus loin. La trace du 
plan tangent commun sur le plan de la figure est TY. 

Quand , au bout du temps dt , les points ^ et N/ 
se confondent , la distance des points G. et G' est sen- 
siblement la m£me qu'avant le d^placement; on 
dtablit done , comme plus haut , les formules (15) et 
(17) , dans lesquelles les m6mes lettres conservent la 
m£me signification, qu'il s'agisse de la figure 11 ou 
de la figure 9. De m&me , on justifie la formule (18), 
en d^montrant que^L^d' (fig. 12) , ou udt, est £gal 
a TkY.adt, et en substituant aKlP la longueur q, qui 
n'en differe pas sensiblement. 

»o. Calcul des parametres p et p'. 
Revenons a la figure 11, et concevons que les 
surfaces S et S y soient rapport^es a trois axes rectan- 
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gulaires d'origine T, dont le dernier seulTZn'est 
pas figard. Dans le voisinage du point T, les Equations 
de ces surfaces peuvent s^crire : 

z =: kx + lx* + mxy + ny * , 
z J =kx i +Px n +m'x J y J +n'y n . 

Pour les points M et M', on dtablit d'abord ais^ment 
les relations 

z 
(19) z=z' t x = x' =-^-, y — yiz=iqadt % 

dont la dernidre £quivaut & la formule (18), parce 
que y — y i est 6gal k udL 

II reste & exprimer que les plans tangents aux 
points M et M' des surfaces S et S # t deviennent pa- 
ralliles quand on fait tourner S de la quantity adt 
autour de TZ. Or , c'est ce qu'on exprime en posant 
les £galit& : 



(20) j 



%1'x 1 + m'y' = 2 Ix + my , 
to*x'+ %n'y J z=ztnx + 2ny + kadt. 



Les relations (19) et (20) d&erminent les coor- 
donndes des points M et M' ; et les valeurs de ces 
coordonnles , substitutes dans les formules du n° 6 , 
font connaitre les paramgtres p et p'. 
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GINEMATIQUE. 



PREMIERS PRINCIPES 

DE LA THtiORIE GEOTIETRIQUE 

DES ElCENTRIflUES ET DES ENGftENAGE&. 



i. Dans un travail prudent (i), nous avons &udi4 
la transmission du mouvement d'un corps solide k 
un autre par contact imin&Liat , lorsque Tun de ces 
corps est anim^ d'un mouvement de rotation autour 
d'un axe , et l'autre d'un mouvement de translation 
rectiligne perpendiculaire ou parall&le k cet axe , ou 
lorsque tous deux sont animus de mouvements de 
rotation autour d'axes parall&les ou concourants. 
Nous avons &£ par Ik conduits a &ablir plusieurs 
th^or&mes ,*qui ne sont eux-mSmes que des cas par- 
ticuliers de deux th^oremes plus g&idraux dont nous 
allons donner ici la demonstration, en nous appuyant, 

* 

(1; M&moires de I'Acad&mie des Science* , Arts et Belles- Lettres 
de Caen , 1863 : Theoremes ggngraux relatifs a la transmission du 
mouvement par contact immediat. 
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comme dans notre premier travail , sur la proposition 
suivante : 

Th^or^me fondamental. —Si deux corps solides, 
termines par des surfaces continues S et S', se meuvent 
tun conlre V autre , les vitesses des points M et M 1 par 
lesquels its se touchent , ont , a chaque instant, meme 
projection sur la normale commune. 

Commengons, par donner , de ce theor&me im- 
portant, une demonstration noavelle t dans laquelle 
nous eviterons de faire figurer des infiniment petits 
de diff&ents ordres. 

Les deux surfaces S et S 1 se touchant d'abord au 
point T ( fig. 1 ), avec lequel coincident le point M de 

Fig. 1. 

N 




S et le point M' de S 1 , on imagine que ces deux sur- 
faces , s'&ant deplanes infiniment peu # arrivent k 
se toucher en un autre point T 4 de lespace et par 
d'autres points. Le point M alors passe k la position 
N et le point M # k la position N' ; les points T 4 ,-N et 
N' sont infiniment voisins du point T , et, par con- 
sequent , infiniment voisins deux a deux ; les droites 
T N et T^N 1 represented done des elements res- 
pectifs des surfaces S et S' deplanes ; ces elements 
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sont, par consequent, sita^s tons deux dans le plan 
tangent commun en T ( aux deox surfaces , et ils le 
determinent. De la continuity il r&ulte d'ailleurs 
que ce plan est sensiblement parall&le au plan qui 
touche en T les deux surfaces avant qu'elles aient 
subi leur d^placement e^mentaire. 

Gela posd , si Ton abaisse du point T sur le plan 
NT,N # la perpendiculaire TR terming a ce plan , on 
aper^oit que cette droite TR est sensiblement per- 
pendiculaire an plan tangent commun qui r^pond 
au point T ; c'est done , en ce point , la normale 
commune. Or, la longueur de la droite TR repr^sente 
a la fois la projection deMN et celle de M ; N # sur sa 
propre direction ; ainsi , les deux cbemins &£men~ 
taires simultanes MN et M'N'ont mgme projection 
sur la normale commune ; il en est done de m£me 
des vitesses annuitants des points M et M 1 , puisque 
ces vitesses sont proportionnelles aux chemius et 
dingoes suivant ces chemins. Le th^or&me est done 
justify. 

2. Lemme, — Lorsqu'un point M tourne autour dCun 
axe fixe avec la vitesse angulaire a , si Von mene par ce 
point tine droite MN formant avec taxe un angle a et 
dont la plus courte distance d taxe soit egale a d , la 
projection , sur cette droite MN, de la vitesse lineaire du 
point M a pour expression a. d. sin a. 

Pour le d&nontrer, supposons le point M (fig. 2) 
situe dans le plan du tableau , Taxe de rotation per- 
pendiculaire a ce plan, qu'il perce au point A, et 
la droite MN s'y projetant suivant MZ. On la fait 
tourner autour de MZ et on la rabat dans le plan, 
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suivant une droite MN' qui forme avec MZ an angle 
£gal au complement de 1 'angle a suppose aiga. Soit 

z 

jl G 




Fig. 1 



MG la vitesse lin£aire du point M, situde dans le 
plan et perpendiculaire k la droite AM; soit MHla 
projection de MG sar MZ , MR celle MB sur MN 1 . 
La projection de MG snr MN est rabattue suivant 
MR; elle a done pour expression MB. sin a. 

Que Ton abaisse , maintenant, du point A sar MZ 
la perpendiculaire AD, laquelle est pr^cis^ment dgale 
k d; les deux triangles AMD et MGB, qui sont 
semblables comme ayant les c6t6s respectivement 
perpendiculaires , donnent la relation 

MB MG 

AD ""AM' 

ou le second membre n'est autre que la vitesse an- 
gulaire a , et d'ou Ton tire l'4gaUt£ 
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On en conclut que la vitesse lineaire du point M a 
pour expression de sa projection sur MN le produit 
adsina : ce qui est conforme a l'£nonce\ 

3. Autre demonstration. — On &ablit le lemme 
d'une maniere plus simple , en s'appuyant sur cette 
remarque que , si la distance de deux points mobiles 
demeure invariable , les vitesses de ces deux points 
ont , sur la droite qui les joint , des projections 
4gales (1). 

Ceci admis , soit AX (fig. 3) l'axe de rotation, et 




Fig. 3. 




C D sa plus courte distance a la droite M N. Imaginons 
que les deux points M et D tournent solidairement 
autour de AX. Leur distance mutuelle demeurant in- 
variable ! les vitesses lin&iires de ces deux points M 
et D ont , sur la droite MN , des projections ^gales ; 
or, la vitesse lineaire du point D est ^gale k ad et 
forme avec MN un angle ^gal au complement de a; 
sa projection sur MN est done ^gale a adsina ; telle 
est done aussi la projection de la vitesse lineaire du 
point M. 

(1) Voir, dans nos Elements de giomitrie appliquee a la trans- 
formation du mouvement dans les machines, p. 192 et suivantes 
la demonstration relative au deplacement arbitraire de la bielle re. 
d^iite a une simple ligne droite. 
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TRANSFORMATION D'UN MOUVEMENT RECTIL1GNE DANS 
UN MOUVEMENT CIRCULAIBE , ET TRANSFORMATION 
RfiClPROQUE. 

4. De deux corps solid es toujours en contact , on 
suppose que Tun se meut avec la vitesse angulaire a 
autour d'un axe fixe, et l'autre avec la vitesse lin&tire 
v parallfclement & une direction donn^e ; M &ant le 
point de contact k un instant quelconque et MN la 
normale commune , cette normale forme avec Taxe 
de rotation Tangle a, et avec la direction de la trans- 
lation Tangle (J ; & cet instant , deux points , appar- 
tenant respectivement & chacun des deux corps 
solides , occupent simultan^ment la position M ; Tun 
tourne autour de Taxe fixe avec la vitesse angulaire 
a, en sorte que la projection sur MN de sa vitesse 
lin&iire est £gale & ad sin a , d'apr&s le lemme pr&- 
c6dent; Tautre se meut avec la vitesse Lin&ure v, 
dont la projection sur MN est dgale a vcosfi. On a 
done , en vertudu th£or&me fonda mental , T£galit£ 

v cos $ = ad sin a , 



v 
d'oii Ton peat tirer le rapport - des vitesses , ce qui 

conduit au thdorfeme suivant : 



Premier theoreme. — Si , de deux corps solides 
toujours en contact, fun tourne autour d'un axe fixe 
avec la vitesse angulaire a , tandis que l'autre se meut 
avec une vitesse lineaire v constamment parallel* a une 
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direction donate , on a , pour toute position du systeme, 
la formule 

v tf sin a 



a cos P ' 

oi< d «/ la plus courte distance de taxe a la normale 
mimune , a r angle que forme cette normale avec taxe, 
ef 3 tangle qu'elle forme avec la direction de la trans- 
lation. 

5. Autre forme da premier theoreme.— 5r 

Fon mine, parallelement a la direction de la translation, 
la droite AS steatite d taxe AX de rotation et a la nor- 
male commune SN ; si ton determine le point P de cette 
normale , qui se projette en A sur S A ; on a , pour toute 
position du systeme , la formule 

v 

- = p sin i , 

CC 

dans laquelte i represente tangle constant SAX, et p 
la distance variable du point P au plan de cet angle. 
Que Ton m6ne , en effet , par )e point S (fig. 4 ) , 




Fig. 4. 



tine droite S B parall&le a AX et de sens contraire ; 
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que Ton consid^re le tri&dre de sommet S et d'ar£tes 
S A , SB , SP ; la distance du point A & la face BSP 
est 6gaAe k d; la distance du point P k la face BSA 
est £gale kp; les longueurs d et p sont done directe- 
ment proportionnelles aux distances des points A et 
PfcTar&eSB, etl'ona 

d SA.sinBSA sin i 

p = SP.sinBSP^ C08 P sin"^ 

Gette relation , ^crite sous la forme 

d sin a 



% • 



*- = p sin t , 

cos p r 

et rapprochde de celle du n° 4 , fournit la relation 



v 

- = p sin i , 

a r 



qu'il s'agissait d'&ablir. 

Remarque. — Si Ton construit un trifedre ayant 
pour faces les angles a, g et i; si, sur Tarete oppos^e 
k la premiere face a , on determine le point situ^ k 
la distance d de cette face , et que par ce point , 
dans la face $ , on &&ve a cette ar6te une perpen- 
diculaire prolong^e jusqu'a la rencontre de 1 'autre 
ar£te ; si Ton determine , enfin , la distance p du 

point de rencontre a la face i : on obtient encore la 

v 
formule - = p sin t. Cela r^sulte , en effet , de ce 
a 

que le tri&dre est egal au trifcdre de sommet S (fig. 4), 
ou lui est sym&rique. 
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6. Cas d*uiie translation parall&le a l*axe. 

— U vient alors a = P , et la formule da n 9 4 se 
change dans la suivante : 

Dans le cas d'une vis et d y un 6croa tons deux mo- 
biles Tun contre l'autre , le produit d\g a preud la 
m A me valenr en chaqae point de contact. 



7. Caa d'une translation perpendleulal 

a l'axe*-— Ici Ton a i= -, et la formule du n° 5 

z 

devient 

v 

oil Ton peut d&inir p en disant que c'est la distance 
de Paxe au point de rencontre de la normale com- 
mune avec le plan men^ suivant l'axe perpen- 
diculairement a la direction de la translation. 

Dans le cas de l'engrenage d'une roue et d'une 
cr^maillfcre , cette longueur p conserve & cbaque 
instant la mgine valeur. 



TRANSFORMATION O'UN MOUVEMENT CIRCULAIRE DANS 
UN MOUVEMENT CIRCULAIRE. 

& Seeond th£or&me. — Si deux corps solides tou- 
jour $ en contact se meuvent respectivement autour de 
deux axes fixes quelconques , ieurs vitesses angulaires 
sont inversement proportionnelles aux plus courtes dis- 
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lances de ckaam des axes d la normaie commune , et aux 
sinus des angles qu'ih forment avec elk. 

Soient , en effet , M et M' les points par lesquels Be 
toucbenl ces deux corps solides , a et a' les vitesses 
angulaires de rotation , * et *' les angles formes par 
les axes avec la normaie commune , d et tf'-les plus 
courtes distances. Du lemme etabli precedemmenl, 
il requite que ad sin a repr&eule la projection de 
la vitesse lineaire du point M sur la normaie com- 
mune, et a'd'simi' la projection de la vitesse li- 
neaire du point M' sur la meme normaie. On a done, 
en vertu du theoreme fond a mental , la relation 

a'd' sin t' = a d sin a , 
d'ou Ton tire la formule 

o'_ rfsin * 
a^d'sina-'' 
ce qui justifie le theoreme. 

9. On peut , avantageuseuient , donner une autre 
expression dn rapport des vitesses. M (fig. 5 ) elanl 
le point de contact des deux corps solides et MN la 
normaie commune, projetons les deux axes AX et A'X' 
sur le plan tangent commun ; soit B le point de ren- 
contre des deux projections B X et B X', lequel est lui- 
meme la projection des points A et A', si 1'on choisiteon- 
^enablement ces points sur les axes. Les angles BAX 
et B A' X' son t respect ivement egaux a a, et a'; les per- 
pendiculaires M et M Q' abaissees du point M sur BX 
et BX' sont respectivement egales a d eld'. Menons 
la droite B M, abaissons des points X et X' snr BH les 
perpendiculaires XYetX'Y', menons les droites AY et 



A '• 
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A' Y';les angles X A. Y et X' A' Y', que nous appellerons 
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i et t 7 ,mesarent lea inclinaisoris des'axes A X et A'X' 
sur le plan BMN, que nous nommerons le plan P. 

La consideration des triangles rectangles BMQ et 
BMQ' fournit la relation 

d sinMBQ 



3>~"sinMB<K 



D'une autre part , le tri&dre 
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dont les deux 



faces B A Y et X A Y sont perpendiculaires entre elles 
et dont le di&dre d'ar6te A B est mesur^ par Tangle 
M B Q , donne la relation 

sin i = sin M B Q. sin a ; 



de m£me le tri„edre 



(a'xA 



donne la relation 



sin i 1 = sin M B Q'. sin a'. 
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Ces deux relations divisees membre a membre at 
rapprochees de la precedente, fouraissent rdgalite" 

sin t d em a 
sin i' d' sin a' ' 

en Tertn de laqaelle la formula dn n* 8 deviant 



Pour enoncer ce dernier resnltat , on remarquera 
que le plan P est le plan normal commun dont la 
rencontre avec les axes determine une corde A A' 
parallele a la nonnale commune MN, et Ton dira : 

Autr* forme da second tbeor&ne.— St deux 
corps solides toujour* en tontact semewmt rmpectivewtmt 
autour de deux axes fixes quelconques , leurs viteates an- 
gulatres sont inversement proportionnelles tutx units de* 
angles que ces axes forwent avec ie plan normal com- 
mun P dont la rencontre auec cux determine une corde 
parallele d la normals commune. 

10. CoroIUdre — Pour que le rapport des vitesses 
angulaires demeure constant, il est necessatre et suffisant 
que le plan P reste toujours parallele a une mime droits 
quelconque perpendtculaire a la plus courts distance des 
deux axes de rotation. 

En effet , par un point fixe ( fig, 6 ) pris ou Ton 
voudra, menons les droites Z e 1 'L> respect ivement 
paralleles auxaxes AX et A'X'deja c'onsiddres, puis 
un plan parallele au plan P et coapant le plan Z 02' 
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snivant one droite OC Soient 7 et f # les angles 



Fig. 6. 




formes par cette droite OC avec OZ et OZ 1 . On dl- 
montre aislment que Ton a 

sin y sin 1 



sin y 1 on t 7 * 
et Ton en d£duit la formale 

a' sin Y 
a ■ sin y* * 

a' 
d'oii Ton conclnt que le rapport — conserve nne va- 

leor constante si, pour toutes les positions dn sys- 

t&me, la droite OC reste la m6me. R£ciproquement , 

a' 
si le rapport — conserve une valenr constante , la 

a 

droite C doit rester la m£me. Or , le plan P est 

constamment paraltele & la droite OC, et cette droite 

OC, quelque position qu'elle occnpe dans le plan ZOZ' t 

est perpendiculaire a la plus conrte distance des 

deux axes. Ainsi , le corollaire se trou ve d^montrd. 

11. Autre forme du corollatre.— Pour que le 
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rapport des vttesses. angulaires demevre constant , il est 
ndcessaire et suffisant que la trace du plan P sur un 
plan parallele aux deux axes de rotation reste toujours 
parallele a elle-mime. 

Nous pouvons , sans inconvenient , nou* 1 dispenser 
de toute demonstration sur ce point. 

42. Axes perpendlculalree entre eux. — 
Dans ce cas, les angles y et y 1 sont compltSmen- 
taires, et la forpyile du n° 10 devient 



L'engrenage de la Vis sans fin avec une roue 
dent^e rentre dans le cas qui nous occupe. L 'angle -f 
est alors constant. 

13. Axes concouranti. — Le plan P d&ini plus 
baut passe alors par le point de concours des 
axes OX et OX' (fig. 7) , et sa trace ON sur le plan 




Fig. 7 



XOX'renferme la trace N, sur ce plan, de la norniale 
commune. Que Tdn'abaisse du point N stir les droites 
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OX ei OX 1 , les perpendiculaires NL et NL' de lon- 
gueurs / et /', et Ton aura 

sin i sinNOX / ^ 

sTn^ = sinNOX /= 7 ,; 

en sorte que la dernifcre formule du n° 9 deviendra 

a~T r 

I 
Dans le cas de l'engrenage conique , le rapport -, 

doit demeurer constant, c'est-4-dire que la trace N 
de la normale commune ne peut se d^placer que sur 
line droite fixe issue du point 0. 

14. Axei parall&le*. — On d&Luit ce cas du pre- 
cedent en transportant le point a Tinfini. Alors, 
dans la formule 

a'_l 
a~7" 

I et /' represented les deux segments que determine 
le point N (tig. 8) sur une perpendiculaire LI/ com- 
mune k ces axes et limine k ces axes. 



Fig. 8. 




tf s' 



Plus gto&alement , on peut ^crire 

2 



. 
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a 1 
a 



en appelant s et s* les deux segments N S et N S' d'une 
s£cante quelconque aux deux axes, mene'e par le 
point N et terminer a ces axes. 
Dans le cas de Tengrenage cylindrique , le rapport 



8 



-7 doit 6tre constant, ce qui exige que la trace Nde la 

normale commune reste toujours situe'e sur une 
m6me droite parallele aux axes. 

15. Troltl^me forme du second tlieoreme. 

— Les circomtances du mouvement etantcelles dun* 8 y et 
les notations demeurant les memes, on construit un triedre 
de somnet O (fig: 9) , dont les aretes OZ , OZ' H ON 



Fig. 9. 




sont respectivement paralleles aux deux axes de ro- 
tation et a la normale commune; on prend sur V arete 
OZ' le point D sitae a la distance d de la face NO Z, et sur 
t arete OZ le point D' sitae a la distance d' de la face 
NOZ 7 . Cefa pose, on a, pour determiner le rapport dcs 
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vitesses de rotation a et a 1 autour des axes de directions 
respectives Z et Z', /a formule 

a ~ 0D r 

En etiet, dans ce tried re , les distances d et rf' 
des points D et D' aux faces NOZ etNOZ' sont entre 
elles com me les distances des points D et I) 1 a I'arete 
ON, et ces dernieres sont ^gales respectivement a 
D. sin a' et O D'. sin a ; on a done la relation 

d OD. sin %' 
d' ~ OD'. sin a ' 

qui peut s'ecrire 

d sin a OD 



d' sin <x'~" 01)' ' 

et qui donne, apres rapprochement de la formule du 
n° 8, celle qu'il s'agissait d'&ablir. 
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RELATIFS A LA TRANSMISSION DC MOUVEMENT AU MOYEN 

DE CORDAGES. 



PRELIMINAIRE8. 



■ . Si un cordon flexible et inextensible est tendu 
sur une surface courbe contre laquelle les frottements 
sont nuls, il y affecte la figure d'une ligne en tous les 
points de laquelle la normale principale est normale 
a la surface. 

Pour s'en convaincre, il suffit de consid^rer la sur- 
face comme ^tant poly^drale. Soient amb et apb (fig. 1) 

c 



Fig. 1. 




deux faces &ementaires consecutives sur lesquelles 
s'appliquent les deux &6ments consdcutifs mn et np 
du cordon. Les tensions de mn et de jw doivent £tre 
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egales , puisque les frottements sont mils. La r^sul- 
tante de ces deux tensions doit done 6tre dirige'e sui- 
vant la bissectrice nc de Tangle mnp ; et , pour que 
cette resultante maintienne le point n du cordon en 
equilibre sur Tarete ab d'intersection des deux faces 
amb et apb, il faut que la bissectrice nc soit perpendi- 
culaire a ab. Ainsi, Tangle anc est droit, Tangle mnc 
est infiniment peu different d'un droit, et par suite la 
droite nc est perpendiculaire au plan mna; d'ou Ton 
voit que la droite nc est a la fois normale a Telement 
superficiel amb, et normale principals de la ligne mnp. 
Le fil embrasse done sur la surface une ligne g^ode- 
sique , et , s'il la quitte en formant deux brins recti- 
lignes, ces brins se confondent avec les tangentes 
extremes de la ligne geodefsique. 

$. Ce point etabli, nous allons e'tudier la transmis- 
sion du mouvement lorsqu'elle se realise au moyen 
d'un cordon qui relie deux corps solides a surfaces 
parfaitement polies , embrasse sur chacun d'eux une 
ou plusieurs lignes ge'ode'siques , et va une ou plu- 
sieurs fois de Tun a Tautre suivant la direction d'une 
tangente commune a deux arcs ge'ode'siques des 
deux surfaces. Les liaisons seront supposes com- 
pletes pour chacun des deux corps solides, et le 
cordon sera sans fin, ou fixe* par chacune de ses ex- 
tre'mites a Tun ou a Tautre des deux corps ; ou bien 
Tune des deux extr^mit^s sera libre , et le brin qui 
s'y termine glissera contre Tun des corps suppose' fixe. 

Dans tous les cas , d'ailleurs , nous admettrons que 
les deux surfaces offrent au cordon des liaisons sta- 
bles, e'est-a-dire des liaisons que ne peuvent detruire 
de tres-petits derangements de systeme : en sorte 
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qu'a un mouvement continu de i ce systeme corres- 
pondra un d&placement continu, sur chacune des 
surfaces, des lignes geodesiques embrassdes par le 
cordon. 

§ ■•'• — propribtbs relatives adz lignes gbodesiqubs 

p'UNB SURFACE, 



8. Theoreme. — Si ton trace sur une surface une in- 
finite de lignes geodesiques issues d'un point donne, et si 
I' on prend sur ces lignes, a partir de ce point, des arcs 
de meme longueur, le lieu geometrique de leurs extremites 
coupe a angle droit toutes les lignes geodesiques. 

La propria se justifie ais^ment si la surface est 
developpable. En effet , apres dereloppement , les li- 
gnes geodesiques se transforment en des droites par- 
tant du point donne ; le lieu geometrique, en une cir- 
conference dont ce point est le centre , et que , pour 
cela , les droites rencontrent orthogonalement. Or , le 
developpement , on le sait , n'altere pas la grandeur 
des angles sous lesquels se coupent les lignes situdes 
sur la surface. 

- Considerons maintenant le cas d'une surface s 
quelconque. Soit (fig. 2) le point donne* sur s; 



Fig. 2. 




N C 



soienl oa, ob, oc, .. des arcs geodesiques de s, infmi- 
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ment voisins deux k deux , et de m£me longueur J. 
Imaginons que Ton construise la surface s a enveloppe 
des plans tangents k s le long de oa ; et de m£me , 
les surfaces Sb, s t , .. enveloppes des plans tangents & 
s le long de ob , oc , .. . Les surfaces cons^cutives s , , 
Si, , s c , . . se coupent deux a deux suivant des lignes 
om, on, .. qu'on peut regarder comme les aretes 
d'une surface mixte enveloppe des surfaces s a , s h , s c , .., 
et dont, par exemple, mon est la face situ^e sur St,. 
Cette surface mixte diff&re infiniment peu de la sur- 
face s ; elle a pour lignes g^od^siques les arcs oa , 
ob, oc, .., puisqu'elle a m6mes normales que s le long 
de ces arcs ; si on la substitue a la surface s, on sera 
conduit & substituer au lieu g^om&rique des points 
a , b , c , . . le lieu g^om^trique dements tels que 
Y&iment mn qui s'obtient en fixant au point o l'ex- 
tr^mit^ d'un fil de longueur I, tendant ce fil sur la 
surface Si, , et faisant mouvoir contre Si, son autre ex- 
tremity , entre les aretes om et on. Or , cet Anient 
passe au point b; il coupe k angle droit Tare ob, 
puisque la surface s b est d^veloppable ; le lieu g^o- 
metrique des elements mn , et par consequent le lieu 
g^om&rique des points a , b , c , . . , coupe done k 
angle droit les lignes geod^siques issues du point o 
sur la surface s. 

4. Nota : Deux elements mn cons^cutifs n'ont pas 
n^cessairement une extremite commune ; mais on 
est sur que ces deux Elements, considers comme in- 
fmiment petits du premier ordre, rencontrent une 
m£me ar6te en des points distants Tun de l'autre 
d'un infiniment petit au moins du second ordre. Cela 
resulte de ce que chaque element mn determine > sur 
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les aretes qui lui correspondent , des arcs om et on 
qui different de I d'un infiniment petit au moins du 
second ordre ; comme on peut le voir en d^veloppant 
la face s b et comparant a leurs cordes les arcs om et 
on transform^. Le lieu des ^l^ment? mn constitue 
done une seule et m6me ligne continue. 

5. Theor£me. — La difference de longueur de deux 
arcs geodesiques om et om' (fig. 3) issus d'un meme point 




o, et dont les extremites Me/M' sont infiniment votsines, 
est egale a la projection de la distance mm' svr tune des 
tangentes extremes. 

Pour le prouver, du point o comme pole, daemons 
sur la surface , avec un fil tendu de longueur ^gale a 
om, un arc mn qui rencontre en n Tare om'. Nous au- 
rons on=om , et par suite om' — om=m'n. Menons la 
droite mm'. II r^sulte du th^or&me dun . 3 , que le 
triangle ^l^mentaire mnm' est rectangle en n : en sorte 
qu'on a 

m / n=mm / . cosmm'n. 

Or, si mt est la tangente a Tare om au point m , cette 
^galite peut s'ecrire encore 

OM' — OM=MM y . COS M'MT, 
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et donne , quel que soit le plus grand des deux arcs 
om et obi 1 , Texpression de leur difference om' — om. 

6. Theoreme. — La difference de longueur de deux 
arcs geodesiques qui ont leurs extremttes infiniment voi- 
sines deux a deux , est egale a la somme algebrique des 
projections sur les tangentes extremes d'un meme arc > 
des droites elementaires quijoignent ces extremites deux 
a deux. 

Soient , en etfet, mn et m'n' (fig. 4) les deux arcs 



Fig. 4. 




consid&^s , mt et nu les tangentes extremes du pre- 
mier ; menons Tare g^od^sique m'n , et soit nv sa 
tangente au point n , laquelle forme un angle infini- 
ment petit avec la tangente nu. D'apr&s ce qui a dt£ 
vu au num^ro precedent, on a : d'une part, 

M y N — MN=MM '. COS M'llT; 

de Tautre , 

m'n' — M / N=NN / . COSN'NV. 

Ajoutant ces deux egalites, et substituant & Tangle 
n'nv Tangle n'nu qui en diff&re infiniment peu , on 
obtient la formule 

BiV — MN=MM i . COS M'MT-f-NN'. COS N 7 NU, 
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qui montre que la difference m'n' — mn est egale a la 
somme alg£brique des projections des distances mm.' 
et nn* sur les tangentes extremes de Tare mn. 

Nota : Ce th^or^me , aussi bien que celui qui pre- 
cede , suppose que Ton a n^glig^ , dans l'expression 
de la difference , des quantity infiniment petites de- 
vant la difference elle-mSme. 

§ %. TRANSMISSION DU MOUVBMENT d'uN CORPS SOLIDS 

A UN AUTRE, AU MOYBN D*UN PIL SANS FIN QUI BMBRASSE 
LE PREMIER ET TRAVERSE UN ANNEAU INFINIMENT PETIT 
FIXE AU SECOND. 

7. Theoreme. — Lorsquun fit sans fin embrasse (tune 
part un corps solide fixe, et va de V autre traverser un 
anneau mobile infiniment petit , sans cesser d'etre tendu , 
le deplacement elementaire de t anneau est necessairement 
perpendiculaire a la bissectrice de tangle des deux Irins 
rectilignes. 

Soit b l'anneau (fig. 5) , man Tare g^odesique em- 




brasse sur le corps par le fil , bm et bn les deux brins 
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rectilignes qui aboutissent a I'anneau et se confon- 
dent avec les tangentes extremes de Tare man. Pen- 
dant un temps infiniment petit , qui sera dit du pre- 
mier ordre, l'anneau subit un defacement el^mentaire 
bb'; le fil se deplace; il embrasse sur le corps un 
nouvel arc g^odesique mVn 7 , dont les tangentes ex- 
tremes sont b'm 7 et b'n'. L'el^ment bb 7 est un infini- 
ment petit du premier ordre ; il en est de m6me des 
angles formed par les brins b'm' et b'n' avec les brins 
respectifs bm et bn : cela requite de la continuity. 
D'ailleurs, la longueur du cordon reste invariable. 

Projetons le point m 1 en p sur la tangente bm , le 
point n ; en q sur la tangente bn. Du the*oreme du nu- 
m^ro 6 il requite que Ton a , aux infiniment petits 
pres d'un ordre supe'rieur au premier, Te'galite' 

M / A / N^=PMANQ , 

laquelle , vu l'inextensibilite' du fil , entraine la sui- 
vante : 

BP-f-BQ=B / M i -f-B V. 

Projetons maintenant le point b ; en d sur nb, et en 
c sur mb prolong^ ; nous d&erminerons ainsi les seg- 
ments cp et dq, projections respectives des brins b'm 7 
et b'n' , qui n'en different que par des infiniment pe- 
tits d'un ordre supe'rieur au premier. Nous pourrons 
done dcrire les ^galitds 

bV=bp-)-bc , b'n'=bq — BD, 

qui , rapprbch^es de la prdc^dente , conduisent a la 
condition 

BC=BD , 
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d'ou r^sulte Tegalite des triangles rectangles &£men- 
taires bcb 7 et bdb ; . La droite bb ; , distincte ou non de 
la bissectrice de Tangle cbd, est done perpendiculaire 
a la bissectrice bx de Tangle mbn des deux brins rec- 
tilignes : ce qui &ait a demontrer. 

9. On conclut evidemment de la que la vitesse de 
Tanneau b est perpendiculaire a la bissectrice bx. 

9. Theoreme. — Les liaisons etant les memes qu'au 
w°. 7, mats le corps solide etant en mouvement, la Vitesse 
absolute v de tanneau, et la Vitesse u quil aurait s'il e'tait 
lie d'une maniere invariable avec le corps solide , ont a 
chaque instant meme projection sur la bissectrice de 
tangle des deux brins. 

Soient , en effet , les vitesse s u et v representees 
geomdtriquement par les droites bg et bh (fig. 6). La 




Fig. 6. 



droite gh , qui va du point G au point h , repr^sente 
alors la vitesse de Tanneau relativement au corps re- 
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garde comme fixe. Or , ainsi qu'on l'a dit au numero 
8 , cette dernifcre vitesse doit 6tre perpendiculaire k 
la bissectrice bx de Tangle des deux brins. Done , les 
droites bg et bh doivent avoir meme projection sur bx. 

IO. Premier coroixaire. Transmission dun mouve- 
ment rectiligne. — Si l'anneau b se rattache k un second 
corps solide, et si chacun des corps a des liaisons 
telles qu'il ne puisse se mouvoir que parallelement k 
une direction donnee , on d^duit du theor&me prece- 
dent un moyen simple de comparer k chaque instant 
leurs vitesses. II consiste k mener par le point b, des 
droites bi et bx respectivement paralleles aux direc- 
tions donn^es des vitesses u et v , ei k les terminer , 
en i et x , k un plan quelconque perpendiculaire k la 
bissectrice bx. Les longueurs bi et bx de ces droites 
sont directement proportionnelles aux vitesses u et v. 

if. Second corollaire. Transformations entre mou- 
vement rectiligne et mouvement circulaire. — Supposons 
que le corps embrasse par le fil soit assujetti & se 
mouvoir parallelement & une direction donnde , et le 
corps auquel est fixe l'anneau k tourner autour d'un 
axe donmi. Soit u la vitesse lin^aire du premier, a 
la vitesse angulaire du second, r la distance du point 
b & l'axe de rotation. La vitesse absolue v du point b 
a pour grandeur ar , et sa direction est perpendicu- 
laire au plan de l'axe et du point b. Les vitesses u et 
v ayant m6me projection sur la bissectrice, on est 

conduit k determiner graphiquement le rapport - de 

la mani&re suivante : on mene par le point b une 
premiere droite bk de longueur r, perpendiculaire au 
plan de l'axe et du point b , puis une seconde droite 
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bi parallele a la direction de la translation , et que 
Ton termine a son point i de rencontre avec un plan 
men£ par le point k perpendiculairement a la bissec- 

trice; on a alors la proportion — = — , qui donne, 

r r ar bk ^ 

apres simplification, l^galit^ 

u 

-=bi. 
a 

1*. Gonside'rons maintenant le cas ou le corps 
embrasse' par le fil est mobile autour d'un axe 
donne', et Fautre parallelement a une direction 
donnee. Appelons a la vitesse angulaire du premier, 
v la vitesse de translation du second ; soit r la dis- 
tance du point b a l'axe de rotation. La vitesse w est 
alors ^gale a ar, et sa direction est perpendiculaire 
au plan de Paxe et du point b. Les vitesses u et v 
ont m&me projection sur la bissectrice ; on peut done 

v 
obtenir le rapport - au moyen de la construction sui- 

vante : on mene par le point b une premiere droite 
bi de longueur r, perpendiculaire au plan de Taxe et 
du point b , puis une seconde droite bk parallfele a la 
direction de la translation , et que Ton termine a son 
point k de rencontre avec un plan men£ par le point 
i perpendiculairement a la bissectrice ; on a alors la 

V BK 

relation — = — , qui, simplifies, devient 
ar bi 



v 

-=BK. 

a 
On voit qu'en r^alite' cette solution ne difflere pas 



\A 
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de la solution trouvee pour le cas precedent , cha- 
cune fournissant , par les m6mes constructions , a un 
moment quelconque, le rapport de la vitesse de 
translation a la vitesse de rotation. 

13. Troisi*me cohollaire. Transmission (fun mou- 
vement circulaire. — Le corps etabrass^ par le fil est 
mobile autour d'un axe donnd , et le corps auquel est 
fix£ Tanneau peut tourner autour d'un autre axe ega- 
lement donnd. On veut comparer , a un instant quel- 
conque, la vitesse angulaire a du premier a la vitesse 
angulaire b du second. Soient pour cela r et s les 
distances respectives du point b au premier axe de 
rotation et au second. La vitesse u est £gale a ar , et 
la vitesse v <*gale a bs. Toutes deux ont m6me pro- 
jection sur la bissectrice. Leurs directions sont con- 
nues , chacune d'elles £tant perpendiculaire au plan 
de l'axe correspondant et du point b. On mfcne done 
par ce point b des droites bi et bk respectivement pa- 
rallfcles aux directions de u et v , et on les termine , 
en i et k , a un plan quelconque perpendiculaire a la 

bissectrice. On obtient ainsi la relation ^=- , d'ou 

ar bi 
Ton tire 

b BK.r 
a bi.5 

La valeur de - se r^duit d'ailleurs au rapport de 

deux lignes , si Ton a eu soin de prendre bi £gal a r, 
ou bk £gal a s, en choisissant convenablement le 
plan perpendiculaire a la bissectrice , auquel se ter- 
minent les droites bi et bk. 
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§ 3. TRANSMISSION DU UOUVBMBNT AU MOYEN DBS 
LIAISONS DITBS D8 RBVBRBERE. 



14. Void en quoi consistent ces liaisons : un 
cordon est fixe* en un point a (Tune surface sur la- 
quelle il embrasse Tare geod^sique am ( fig. 7 ) ; il Ja 




quitte en m , suivant la tangente extreme mb de cet 
arc, traverse en b un anneau infiniment petit, et 
prend une direction nouvelle bn , pour aller em- 
brasser , sur une seconde surface , un arc g^oddsique- 
ns de tangentes extremes nb et sc ; enfin , il quitte 
cette surface en s , suit la tangente sc et se termine 
en c. Les deux surfaces restant fixes , le point b se 
d^place infiniment peu, ainsi que le point c, sans que 
le cordon cesse d'etre tendu ; le premier se trans- 
porte en b 1 , le second en c ; ; les nouveaux arcs g^o- 
d^siques embrass£s sur les surfaces sont am' et nV; 
et les nouveaux brins rectilignes sont MV,B'N'et 
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s'c', tangentes extremes des nonveaux arcs. C 

posti, 

I ft. Theoreme. La projection sur le brin sc proton 
du emplacement elementaire cc' , est fyale a la somme 
projections sur les brim bm et bn, du deplacemen/ i 
mentaire bb'. 

En effet, projelons lea points m' et b' sur MB, ei 
et D ; les points tf et n' sur bb , en E et Q ; les poij 
s' et c' sur sc, en r et f; nous aurons, aux infininw 
petits pres du second ordre, les e gal i tea 

pd=m j b', eq=b'n'. rc=s'c' — CF. 

D'ailleurs , en vertu des (heoremes des numeros 
et 6, on a, dans la meme approximation, les £gali< 



AMP=AM J , QMSR=irs'. 

Si 1'on ajoute les cinq relations raembre a raemhr 
la somme des premiers membres donne la longue 
totale du cordon ac dimmuee de bd el tie be ; 
somme des seconds membres donne la longueur t 
tale du cordon ac' diminuee de of; et, comme 
cordon est inextensihle, on en conclut la relation 



CF=BD-|-BE , 



qu'il s'agissait d'&ablir. 

1*. De la on deduit que la projection de la rites 
du point c sur le brin sc prolonge , est egale a 
somme des projections , sur les brins bm et bh , de 
vitesse du point b. 

■f . 11 est facile de demontrer que cette somme i 
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projections est <5gale a la projection de la vitesse du 
point b sur la bissectrice bx de Tangle des deux brins, 
multiple par le double du cosinus de la moitid de 
cet angle : ce qui fournit une expression simple du 
rapport des vitesses des points c et b , projet^es res- 
pectivement sur le brin sc prolong^ et sur la bissec- 
trice BX. 

18. Si l'anneau b, d'une part, et , de Pautre , Tex- 
tr^mit^ c du cordon sont fixrfs a deux corps solides 
pour chacun desquels les liaisons sont completes , le 
cordon permettra de transmettre le mouvement de 
Tun a 1 'a utre. D'ailleurs , les directions des vitesses 
des points b et c seront connues pour chaque posi- 
tion du syst^me; on pourra done, en s'appuyani sur 
la remarque pr^ce'dente, comparer a chaque instant 
leurs intensites. CVst ce que nous laissons au lecteur 
le soin de faire. 

f o. Si Pextremite c reste immobile, ou si elie se 
d^place suivant une direction perpendiculaire a sc, la 
projection du d^placement bb' sur la bissectrice doit 
6tre nulle : ce qui montre , comme au n°. 7 , que le 
defacement BB'doit 6tre dirige perpendiculairement 
a la bissectrice. 



§ 4. TRANSMISSION DU MOUVBMBNT AU MOTBN d'UN FlL 

QUI s'BNROULB ET SB DBROULR. 

?C Un fil inextensible amnb (fig. 8), dont Textre^ 
mite* a est fix^e en un point d'un premier corps so- 
lide , et Textr^mit^ b en un autre point d'un second 
corps solide , embrasse sur le premier Tare g£od^- 

2 
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sique am, sur le second Tare g^oddsique bn, et va de 




A 



B 



Tun a l'autre suivant la tangente commune mn. Les 
deux corps se d^placent infiniment peu, et le cordon, 
toujours tendu, affecte la figure nouvelle a'm'nV, ou 
m'n' est la tangente commune aux arcs gdod^siques 
a'm' et b'n' embrass^s sur les deux corps. L'arc am 
trac^ sur la premiere surface vient prendre la posi- 
tion A'p; Tare bn trac£ sur la seconde vient prendre 
la position b'v ; les d^placements ^lementaires des 
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points m et if des deux corps solides sont ainsi h^ et 
n». Cela pose, 

* 

Theoreme. — Les deplacements elementaires Mp et nv 
ont sur mn des projections egales. 

Pour le prouver , joignons le point /* au point v par 
la droite p ; projetons le point v en q et q' sur les 
droites mn et m'n 7 , le point p en p et v' sur les 
memes droites prolonged. Les segments pq et pV 
different entre eux d'un infiniment petit du second 
ordre, comme £tant les projections d'une m6me 
droite pv sur les droites mn et y 7 N y qui forment avec 
pv des angles infiniment petits du premier ordre. On 
peut done ecrire 

D'une autre part on a, vu Tinextensibilit^ du fil, 

amnb^ta'm'n'b', 
ou 

AM-J-MN-fNBrsA'M 7 — mV-J-p'q'+Q'n'-KnV. 

Des deux membres de cette egalite' , retranchons , 
d'une part, les quantites nb et QV-f-N'B', comme 
toutes deux Egales a vb 7 , de Pautre , les quantite's am 
et aV—m'p', comme toutes deux Egales a A 7 f*; il 
viendra 

mn==p'o / . 
On en conclut 

mn~pq , 
et par consequent 

mp=nq , 

ce qu'il s'agissait de d^montrer. 
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%%. On peut dire encore que les vitesses w et v 
des points m et n des deux corps solides , ont sur le 
brin mn des projections £gales. 

%%. Corollaire. — Si , pour chacun des corps so- 
lides, et abstraction faite du cordon, les liaisons sont 
completes , on connalt a chaque instant les directions 
des vitesses u et v; le th^or&me qui pr^c&de , peut 
servir alors, de la manifcre suivante, a comparer 
leurs intensity : on prend sur la droite mn (fig. 9) , 




a partir des points m et n et dans le m6me sens , des 
longueurs £gales mg et nh , arbitraires d'ailleurs. On 
mene par les points g et h des plans perpendiculaires 
k la droite mn , et par les points m et n des droites mi 
et nk. respectivement parall&les aux directions des vi- 
tesses u et v; on limite ces droites a leurs points i 
et i de rencontre avec les plans respect ifs , et Ton a , 
comme il est facile de le d^montrer, la proportion 

i;__nk 
v mi" 



w 
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£g. Si les liaisons ne permettent aux deux corps 
solides que des mouvements de translation ou de ro- 
tation, la formule pr^cddente fournit un moyen 

simple d'en comparer & chaque instant les vitesses. 
Ainsi : 

Primo. — Les deux mouvements ^tant de translation, 
elle donne imm^diatement le rapport de leurs vi- 
tesses lin^aires ; 

Secundo. — Le premier corps tournant avec la Vi- 
tesse angulaire a autour d'un axe situ^ k la distance 
r du point m, et le second corps ayant un mouvement 
de translation de vitesse lin&ire v, on a la formule 

v _NK 



ar mi 



ou simplement 



v 

-—NX. 

a 



si Ton a pris mi ^gal k r , en disposant convenable- 
ment de la longueur mg ; 

Tertio. — Le mouvement du premier corps et celui 
du second consistant en des rotations effectu^es au- 
tour d'axes qui passent respectivement & des dis- 
tances rets des points m et n , et les vitesses angu- 
laires x;tant respectivement a et b, on a la formule 

b r.NK 
a s.mi' 

ou le second membre se r^duit au rapport de deux 
lignes , si Ton a eu soin de prendre mi £gal k r, ou 
nk. 6gal k s. 
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§ 5. — CAS GENERAL DB LA TRANSMISSION DU MOUVBMBNT 
AU MOYBN d'dNB MOUFLB FIIB BT d'uNB IfOUFLB MOBILE. 



*4. Un fil a Tune de ses extr^mit^s fixie en un 
point a (fig. 10) d'un premier corps solide; il va de 




Fig. 10. 



ce corps & un second , revient au premier , retoume 
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au second , et ainsi de suite , embrassant successive- 
ment sur chacun de ces corps les arcs g£od£siques 
al, bin, pq, as, .. que rdunissent deux a deux les tan- 
gentes communes lm, np, qr, .. . Soit, sur le premier 
corps , xy le dernier arc embrasse par le cordon , yz 
sa tangente en y, et z l'autre extr^mite* du fil sup- 
posee libre. Le premier corps est fixe ; le second est 
mobile ; il se d^place infiniment peu ; l'extremitd z 
aussi, et de telle sorte que le fil reste tendu. On veut 
comparer ces deux deplacements. 

On remarquera , pour cela , que l'accroissement A 
de la longueur du fil apres le d^placement est nul, et 
Ton ^galera a z£ro Texpression ddvelopp^e de A , en 
y n^gligeant les infiniment petits d'un ordre sup^- 
rieur au premier* 

Soient al', m'n 1 , p y o/, r*s', .. les nouveaux arcsem- 
brass&s; i/m', n'p', qV, .. leurs tangentes communes ; 
x'y' le dernier arc; y'z' le dernier brin rectiligne, 
touchant Tare en Y y et se terminant en z' : en sorte 
que zz' est le deplacement el^mentaire du point z. 

^5- Projetons les points l', p' q' .. x', Y'respecti- 
vement en /, p, q, .. x, y, sur les tangentes en l, p , 
U, •• x, y; nous aurons, d'apr&s ce qui a 6t6 vu aux 
n° 8 . 3 et 6, les ^galites 

AL';=AL/, V'Q'=p?Qq, .. x'Y y =rJ^LYy, 

qui montrcnt que , dans la difference A , on peut n^- 
gliger toutes les portions du fil appliqudes sur le 
corps solide fixe, a la condition de limiter en I, p, q, 
. . x, y, et non en l, p, q, . . x, y, les brins qui abou- 
tissent a ce corps avant le deplacement. 

Soient p. pa, .. les positions que viennent prendre. 
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apr&s le d^placement, les arcs geoddsiques mn, rs, . . 
que le cordon recouvrait d'abord sur le corps mobile : 
en sorte que Mp, nv, r/>, so*, .. representent les depla- 
cements el^mentaires des points m , n, r, s, .. de ce 
corps. Projetons les points p, », p, e, .. en rw y , w', r', 
$' , .. , sur les tangentes respectives issues des points 
m # , n', r', s', .. ; nous aurons , en vertu du tbeoreme 
du n°. 6, les ^galites 

ou les suivantes : 

MN=mWn', RS=r y a's's', .. , 

qui montrent que, dans la difference A , on peut faire 
abstraction des portions du fil appliqu^es sur le corps 
solide mobile , & la condition de limiter en m 1 , n* , r\ 
s\ .. , et non en m', n j , r', s', .. , les brins qui abou- 
tissent & ce corps apr&s le deplacement. 

Projetons enfin le point z' en z, sur le brin yz pro- 
long e, ce qui donne 

y'z' — yi—zz. 

Nous pourrons ecrire alors 

A=rL # ?w'— Al-j-P V— ; /?N+QV 0R+... -\-zz. 

Cette valeur de a, egalee k zdro, donne 
zz=(/m — \Jm ')+(/>N — P 'n 0+( JR — Q 'r ') + etc . 

Projetons maintenant les points p, v, 4 o, <r, .. en m, 
n, r, s, .., sur les tangentes issues des points m, n, r, 
s, ». , et remarquons les egalitds 



r 
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dans chacune desquelles les deux membres repr^sen- 
tent les projections (Tune m6me droite ( i/p , ou p'v , 
on q'/o , . . ) sur deux autres droites formant avec la 
premiere des angles infiniment petits du premier 
ordre ; nous obtiendrons alors , pour expression sim- 
plifiee de zz, celle que fournit la relation 

zz=Mm-}-Nrt-f- Rr 4- etc. 

Or, les elements zs, Mm, Nn, Rr, .. sont les projec- 
tions respectives des d^placements ^tementaires si- 
multan^s zz', Mp, Nv , Rf, .. sur les brins yz, ml, np, 
rq, .. , et ces d^placements sont proportionnels aux 
vitesses avec lesquelles ils s'effectuent. Done : 

Theor^me. — La projection sur le brin extreme, de la 
vitesse de textremite litre du fil, est egale a la somme 
des projections respectives , sur les brins qui partent du 
corps mobile, des vitesses des points de ce corps dans les- 
quels a lieu le contact avec les brins eux-memes. 

£6. On sait que tout defacement infiniment petit 
d'un corps solide peut etre considere comme resul- 
tant de la coexistence de deux mouvements , Tun de 
rotation autour d'un axe, Tautre de translation paral- 
l&lement a cet axe. De plus , on sait que, si pour ce 
corps les liaisons sont completes ,dles d^terminent a 
chaque instant la position de l'axe et le rapport de la 
vitesse lineaire v de translation a la vitesse angulaire 
a de rotation. 

Or , supposons qu'etiectivement les liaisons soient 
completes pour le corps mobile, et consid^rons 1© 
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syst&me dans une position particuli&re quelconque. 

Soit alors - ^gal a -- , h ^tant donn£; soient de plus 

d m , d H , rf. , . . les distances connues des points m , if , 
R, .. a Paxe. Appelons u la projection sur le brin ex- 
treme, de la vitesse du point z, et voyons a comparer 
u a a, et par suite a v, afin de savoir quelles vitesses 
de d^placement du corps r^pondent a une vitesse u 
donn^e. 

En chacun des points m, n, r , .. de contact , la vi- 
tesse v u , ou v n , ou Vi , .. , du corps mobile est la r£- 
sultante de deux autres , Tune v parallfcle a Paxe , 
Pautre perpendiculaire au plan de ljaxe etdu point 
de contact, et de grandeur ^gale au produit de a par la 
distance d uy ou tf H , ou rf, , ... On peut done , pour former 
la somme des projections sur les brins ml, np, rq, .. , 
des vitesses des points m , n , r, .. , projeter d'abord 
les vitesses v parall&les a Paxe , puis les vitesses ad u , 
ad„ , ad n , . . perpendiculaires au plan de Paxe et du 
point de contact. Or , il est facile de reconnaitre , 
d'une part, que la somme des projections des vitesses 
v sur les brins ml , np rq, .. est , au facteur v pres , 
£gale a la somme des projections sur Paxe, de lon- 
gueurs ^gales a Punitt^ port^es a partir des points m, 
n , R , . . , sur chacun des brins ; de Pautre , que la 
somme des projections des vitesses arf M , ad*, ad„ .. 
sur les brins qui leur correspondent , est , au facteur 
a pres , <3gule a la somme des moments par rapport a 
Paxe, des inemes longueurs egales a Punit^ port^es a 
partir des points m, m, r, .., sur chacun des brins. Si 
done bv repr^sente la premiere somme , et ca la se- 
conde, b et c sont des quantity que Pon saura d£ter- 
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miner, et le th^orfcme du n°. 25 fournira la formule 

u=zBv-\-ca , 
qui peut s'^crire encore 



tt =( B 2;+ c ) a ' 



u 
et fournit, a chaque instant, la valeur du rapport -. 

%9. On peut remarquer le cas particulier d'une 
simple translation, auquel repond la formule 

et celui d'une simple rotation, pour lequel on a 

u=ca. 

Dans les deux cas on obtient done aise'ment le rap- 
port des vitesses. 

§ • TRANSMISSION DU MOCVBMHNT AU 1IOYBN d'uN FIL 

SANS PIN RBLIANT DBUZ CORPS SOLI DES ET KMBRASSANT 
UNB OU PLUSIBURS POIS CHACUN d'bUX. 

%&. Supposons d'abord Tun des corps fixe , 1 'autre 
seul £tant mobile. Ge cas ne differe du cas traits 
dans le paragraphe pr^ce'dent, qu'en ce qu'il n'ya 
plus pour le cordon de portions extremes al et yz. 
Alors il est ais£ de voir qu'on doit modifier le the'o- 
r&me du n°. 25, en l'enon^ant de la mani&re suivante : 

Theoreme. — Quelque deplacenient que ton considere f 
si le cordon reste tmdu, la somme des projections sur 
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les brim to, np, rq, ..(%.!{), des vitesses des points 



Fig. 11. 




m, n, r, .. du corps mobile, est egale a zero. 
Ce th^or^me conduit & la relation 

coinme cela resulte des explications donnefts au n°. 26. 
•9. Consid^rons maintenant le cas ou les deux 
corps seraient mobiles , et faisons subir au systeme , 
pris dans Tune quelconque de ses positions, un de- 
rangement infiniment petit. Soient , pour le premier 
corps, v 1 et a 1 les vitesses simultan^es de translation 
et de rotation r^pondant a un premier axe ; soient , 
pour le second corps , v tt et a 11 les m&nes &£ments 
repondant a un second axe; les d^placements Hi- 
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mentaires (r # , «') et ( v 9 , a 9 ) £tant d'aillenrs sup- 
poses tels que le cordon ne cesse pas d'etre tendn. 
On pent ensuite , sans alterer les positions relatives , 
imprimer solidairement a tont le systeme nn deplace- 
ment elementaire ( — r 1 , — a') egal et contraire a 
celui qu'a subi le premier corps. De la sorte, le pre- 
mier corps revient a sa position primitive , et le se- 
cond prend celle a laquelle 1'ameneraient les denx 
deplacements elementeires simultanes ( — v' y — a') et 
( v n j a" ) effectnes respectivement antour du premier 
axe et antour du second. On apercpit alots que le 
cordon ne doit pas cesser d'etre tendn, si, le premier 
corps restant fixe , le second suhit les denx deplace- 
ments elementaires simultanes ( — v* y — a 1 ) et (#*,«*); 
et Ton rentre dans le cas traite* an nnm^ro prfoe'dent. 
Or, soient »*,, v*,, t?*,, .. les vitesses effectives 
des points m, k, r, .. da second corps, dnes an defa- 
cement (v* , a 9 ); soient v\ , v' n , t?' t , .. les vitesses 
qu 'aura ient les memes points m, n , r, .. s'ils subis- 
saient le deplacement ( v\ a') solidairement avec le 
premier corps. Que Ton imprime maintenant an se- 
cond corps les defacements simnltanes ( — v' y — a') 



et (v 9 , a 9 ); et soient v n ,v u ,v m , .. les vitesses des 
points m, n, r, .. ; v u est la resnltante des vitesses v B M 
et — v\ , v n la resnltante des vitesses v F u et — v' n , v. 
la resnltante des vitesses v 9 u et — »'., ... On de'dnit 
done du theoreme du n°. 28 la proprie'te' suivante : 

Theoreme. — Les deux corps se mouvant sans que le 
cordon cesse d'etre tendu , la somme des projections sur 
les brins ml, np, rq, .. , des vitesses effectives des points 
M, N, r, .. du second corps, est toujours egale a la somme 
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des projections sur les memes brins , des vitesses ququ* 
raient les points m, n, r, .. , sib etaient lies d'une ma- 
niere invariable avec le premier corps. 

De ces deux sommes, Tune a la forme jBV-j-c'a 7 , 
et l'autre la forme B'V-f-cV ; b' et b" y repr^sen- 
tent les sommes respectives des projections stir le 
premier axe et sur le second , de longueurs £gales a 
Tunite portees a partir des points m , n , r, . . , sur les 
fbrins ml, np , rq, .. ; c' et c" y sont les sommes res- 
pectives des moments des m&nes longueurs par rap- 
port au premier axe et par rapport an second. On a 
done la formule 

bV+cV=b"v // -4-c*«". 

Supposons que, pour chacun de ces corps, les liai- 
sons soient completes. Elles font connaitre alors , a 
Tinstant consider^, la position des deux axes, et 
fournissent par consequent les valeurs des quantity 
b', b", c' c". Elles font connaitre, en outre, les valeurs 

aes rapports -^ et — , que nous repr^senterons res- 

pectivement par ~ et --. L'<5galit(* precSdente poarra 

done s^crire 

h 
b' 



* h ' \ I h" \ 



On en d^duit 

a" _ b ' h' -\-2nc' 
a'~~~B"A»+27rc» : 

ce qui permet de comparer , a chaque instant , les vi- 
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CINEMATIQUE 

TlEOBtHES fMtm 



RELATES A LA TRANSMISSION DU MOUVBMENT PAR CONTACT 

1MMEDIAT . 



t« Lorsque deux corps solides, terminus par des 
surfaces continues, se meuvent en se touchant toujours 
par un de leurs points, il arrive g6n£ralement que le 
lieu du contact se dlplace d'une manure continue 
sur Tune et sur l'autre des surfaces et dans l'espace, 
en m6me temps que la direction du plan tangent 
commun varie d'une manure continue. 

Ainsi, les deux surfaces s et s' se touchant au 
point t de l'espace ( fig. 1 ), par les points m et m', un 



Fig. i. 




M T 



emplacement glgmenUire du syst&me, effectug pendant 
I'gl&nent du temps , fait d&rire au point u Fo- 
ment UN , au point m' Foment m ; n 7 ; le point t de 
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contact parcourt dans l'espace l'6l6inent tt, , sor s 
retement nt 4 , Sur s' Foment n't 4 ; leschemins si- 
multan^s TTj , nt ( , n't, sont g6n6ralement des infini- 
ment pelits de l'ordre de , ou du premier ordre , et 
il en est de m£me de Tangle que forment entre eux 
les plans tangents comniuns rgpondant aux deux points 
t et Tj de contact ; les vitesses des points m et m' sont 

MN 

dirig^es suivant mn et m'n', et ont pour grandeur — 

et — — ; nn' est Tare £16mentaire de glissement , et la 

Vitesse de glissement est — • 
On posera 







v = 


MN 

T' 


v' = 


M'n' 

e ' 


u = 


NN^ 
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s 


ce 


qui 


entralne 


V' 
V 


MV 

MN 


u 

V 


NN' 
MN 







9. Supposons que les deux surfaces s et s' se trans- 
mettentde Tune h Tautre le mouvement, et considgrons 
le cas le plus ordinaire oil les vitesses v et v 1 ont des 
valeurs fmies, et sont dirigges en dehors du plan 
tangent commun. Dans ce cas, mn et m'n' sont des 
infiniment petits du premier ordre , et Ton peut con- 
sider les points n et n' comme situgs, non pas sur 
les surfaces s et s' , mais sur le plan tangent commun 
du point Tj , puisque cela revient k nggliger dans mn 
et mV des infiniment petits du second ordre. On peut 
encore, au mSme titre , considgrer les points n et n ; 
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corooie situ£s , non plus dans le plan tangent coininun 
da point t, , mais dans le plan men6 par le point T ft 
paraltelement an plan tangent common du point t , 
puisque Tangle des deux plans tangents commons est 
infiniment petit Cela pos£, on voit que les deux 
Elements mn et m'n', assimilables & des 616ments in- 
tercepts entre deux plans paralteles , out tons deux 
pour projection sur la normale commune du point t 
la portion de cette normale comprise entre les deux 
plans paralteles. II est facile d'en conclure la propria 
suivante : 

Th£or£me. — Si deux corps solides, termines par 
des surfaces continues, se touchent par les points U et M y , 
et si i'un conduit I' autre , les vitesses des points m et M J 
ont a chaque instant mime projection sur la normale 
commune. 

Soient, en effet, tz (flg. 2) la normale commune 




i\' 



du point T ; tk la projection sur tz , des deux el£- 
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ments mn et m'k'; ma et mV les droites qui reprt- 
sentent les vitesses v et v 1 en grandeur et en direction* 
Prenons sur tz one longueur te dont le rapport k ta 
soit 6gal an rapport de tk k ra Les longueurs tb, ta 
etTA'sont alors proportlonnelles anx longueurs tk, 
tn et tn'; par suite, les droites ba et ba' sont per- 
pendiculaires k tz , comme paralteles aux droites km 
et kn / ; d'ou il r&ulte que tb est la projection sur tz 
des deux vitesses ta et ta'. 

s. Le rapport - , ggal au rapport — , est aussi 

v MN 

AA' 

6gal au rapport — ; et , comme ma est 6gal k v , il en 

r&ulte que aa' est ggal k u. Ainsi, dans le triangle 
ata 7 , on a 

TA=t>, TA y ==»', AA y =tf ; 

done : 

THfionfiME. — La vitesse de glissement des deux sur- 
faces I'une centre I 9 autre est mesuriepar la distance des 
extremites des droites issues du point de contact et 
representant les vitesses absolues des points par lesqyels 
se touchent ces surfaces. 

La vitesse de glissement ne peut done etre nulle 
que si les vitesses v et v' se confondent 

4. Si, par suite des liaisons qui assujettissent s£pa- 
rlment les deux corps solides donnls > on connatt a 
priori les directions des vitesses v et v' f on peut 
obtenir les grandeurs relatives de ces vitesses et de la 
vitesse de glissement u , en appliquant la rfegle sui- 
vante, facile k justifier par ce qui pr£c£de ; 
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TafiORfiME. — Les deux surfaces se conduisant I'une 
V autre par Les points Met if', si I' on mine, (fun point 
queteonque de Vespace, des droites respectivement pa- 
ralleles aux vitesses v et v' des deux points uetu', ei 
terminees au plan tangent commun ou a tout autre plan 
parallels , les longueurs de ces droites sont directement 
proportionnelles aux vitesses v et v 1 , et la distance des 
extremitis de ces droites est proportionnelle a la vitesse 
u de glissement. 

5. Dans le triangle taa' (fig. 3) forme par les trois 




1 
i 


D' 


vitesses , on a 




« 

! 


ta sin a 1 


i 

! 

1 
1 


ta' sin a" 



Or , le plan taa' des vitesses coupe le plan tangent 
commun suivant une droite dd / parall&le & aa' et 
forraant avec ta et ta 7 des angles « et «' respectivement 
6gaux & a et a' ; en sorte que Ton a aussi 

U1 V' Sift a ' 
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Le m6me triangle donne la relation 

AA ; =AT. COS A+A*T. COS A 7 , 

qui peut s'&rire 

(2) U=V COS «-)-*' COS a'. 

On peut 6noncer comme suit ces r&ultats : 

THfiORfiME. — Les vitesses v et v 1 des deux points 
par lesquels se touchent les deux surfaces, sont red- 
proquement proportionnelles aux sinus des angles a et «' 
forme's par leurs directions respectives avec la trace du 
plan tangent comtnun sur leplan des vitesses ; et la vitesse^/f 
de glissement est igale a la somme des vitesses v et v ' 
multiplied respectivement par les cosinus des memes 
angles a et a'. 

Appliquons les principes g£n£raux qui pr£c£dent, au 
cas oft les mouvements considgrgs consistent dans des 
translations rectilignes ou dans des rotations autour 
d'axes fixes. 

§ l er . — TRANSFORMATION d'uN MOUVEMBNT RBCTILJGNB 
DANS UN MOUVBMENT RBCTIUGNB. 

6. La surface s est mobile suivant la direction ox 

X 1 



rig. *. 




O G 

(fig. 4), et la surface s' suivant la direction ox'. Ces 
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deux surfaces sont en contact, et Tune conduit I'autre. 
II rtsulte du tbeoreme du n°. 4 , que, si g et g' sont 
a chaque instant les points de rencontre de ox et ox' 
avec le plan tangent commun , les vitesses de trans- 
lation v et V de s et 8', et la Vitesse de glissement u de 
s contre s J , sont a chaque instant proportionnelles 
aux droites og, og' et gg'. 

v. La vitesse de glissement , on peut le remarquer , 
n'est done jamais nulle quand les directions des trans- 
lations sont distinctes. 

8. Rapport des vitesses constant: Pour que le rapport 
;4les vitesses de translation reste constant pendant 
toute la dur£e du mouvement du syst&me , il faut que 
la trace du plan tangent commun sur le plan xox 7 
conserve une direction constante , ce qui arrive en 
particulier quand les deux surfaces consistent dans 
des cylindres parallgles entre eux et parall&les au 
plan xox'. 



%. — TRANSFORMATION d'UN MOUVEMENT RBCTILIGNE 
DANS UN MOUVEMBNT CIRCULAIRB , ET TRANSFORMATION 
RBC1PROQUB. 



o. Cas general. La surface s se meut parall&lement 
a la droite ox ( fig. 5 ) avec la vitesse lingaire v, et la 
surface s' tourne aulour de l'axe ef avec la vitesse 
angulaire a. Du point t de contact des deux sur- 
faces on abaisse sur l'axe ef la perpendicutaire tc ; 
on construit les droites ta et TA y qui repr&entent les 
vitesses lingaires des points m et m' par lesquels se 
touchent s et s'; on joint aa'. La droite ta , parall&le 



U4 



40 
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& ox, est 6gale h v; la droile ta', perpendiculaire au 

F 



Fig. 5. 




plan tef , est dgaie h a xct. Si done on prend sur ta' 
la longueur tg 6gale & ct , et que Ton mfcne par le 
point g un plan parall&ie au plan tangent commun , 
et rencontrant en h la droite ta ; si Ton construit en 
outre la droite gh , laquelle est parall&le & a 7 a , le 
rapport de ta & th , <5gal du rapport de ta' k tg , est 
alors 6gal k a; en sorte que Ton a 

v=a x th , 



ou 



v 
-=th; 



ce qui fournit une representation ggom&rique du 
rapport des vitesses de translation et de rotation. 

10. Remarque : La vitesse de glissement aa' ne 
prenant la valeur z£ro que si les droites ta et ta' sont 
ggales et coincident, ce cas ne peut 6videmment se 
presenter que pour une translation ox perpendiculaire 
& la direction de l'axe ef de rotation , et lorsque le 
point t de contact arrive dans le plan meng suivant 
cet axe perpendiculairement & la direction de la 
translation. 
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tl. Gas d'dne translation perpendiculaire a 
l'axb de la RorttgpN. Prenons pour plan de la 
figure 6, le plan perpendiculaire & l'axe et renfermant 




Fig. 6. 



R 



O 

le point t ; rgduisons eet axe au point c situ6 dans le 
plan. Le triangle taa' des vitesses est lui-m£me situ6 
dans ce plan ; et Ton y peat placer la droite ox qui 
assigne la direction de la translation. Formons sur ct 
le triangle gtb dont le cflt6 cb est perpendiculaire 
b ox , et le c<H6 tb perpendiculaire & la trace dd' da 
plan tangent commun sur le plan des vitesses. Ce 
triangle gtb est semblable au triangle taa 7 ; en sorte 
que le rapport de ta & cb est 6gal k celui de ta ; k. 
ct, ou 6gal h a. On en conclut 



v 

-=CB. 
a 



1*. Remarquons, maintenant, que tb est, sur le 
plan de la figure , la projection de la normale com- 
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inune, et que gb est, sur ce m6me plan, la trace du 
plan men6 suivant l'axe perpendiffairement k ox. La 
normale commune perce douc ce dernier plan en an 
certain point if qui se projette en b sur le plan de la 
figure. On en conclut aisgment que le segment cb 
mesure la distance de Faxe au point n. 

D'une autre part , le rapport de aa' k tb est aussi 
egal & a ; et Ton a en consequence la relation 

u 

-=tb , 
a 

laquelle fournit une representation geometrique du 
rapport des vitesses de glissement et de rotation. 
Done : 

Th£or£me. — Si deux surfaces se conduisent Fune 
I 9 autre 9 la premiere etant mobile autour d'un axe et la 
seconde parallelement a une droile perpendiculaire a 
I' axe ; si Von mene suivant I 9 axe un plan perpendiculaire 
a la direction de la translation , et que I' on termine a ce 
plan la normale commune ; 1°. le rapport de la vitesse 
lincaire de translation a la vitesse angulaire de rotation 
est egal a la distance de I 9 axe a I'extremite de la nor- 
male commune ; 2°. le rapport de la vitesse lineaire de 
glissement a la vitesse angulaire de rotation est egal a la 
projection de la normale commune sur un plan perpen- 
diculaire a I'axe. 

IS. Rapport des vitesses constant : II r£sulte du 

tbgor&ne pr€c£denl, que le rapport -ne peut fitre 
constant que si gb lui-m£me est constant, c'est-&-dire 
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si I'extr£mit6 de la normale commune reste toujours 

h la mgme distance de l'axe. 

Si les surfaces qui se conduisent consistent dans 

des cylindres paralteles h l'axe , on peut dire que le 

v 
rapport — des vitesses est constant quand le plan 

normal commun meng suivant la g€n£ratrice de con- 
tact rencontre toujours suivant la m£me droile le plan 
passant par l'axe de rotation et perpendiculaire k la 
direction de la translation ; la distance constante de 
l'axe & celte droite, qui lui est parall&le , repr&entant 

la valeur du rapport — . 

a 

C'est sur ce principe que repose la construction 
g6om£trique de 1'engrenage d'une roue avec une cr6- 
maill&re. 

14. Cas d'une translation par allele a l'axe de 
rotation. Dans ce cas , les droites ta et ta' ( fig. 7 ) 

Fig. 7. F 




sont perpendiculaires entre elies, et la formule (1) du 
n°. 5 donne la relation 



V 4 



tgATD 
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il'ort Ton d&Iuil 

V CT 

a tgATD 

La droite dd' d'ailleurs est une tangente commune, et 
elle est perpendicalaire k ct, conime etant situ£e 
dans le plan at a'. Done : 

THfiORfiMB. — Si i de deux surfaces en contact, tune 
est mobile autour d*un axe et ? autre -paralUUment a cet 
axe, et si I 1 une conduit I 9 autre, le rapport de la vitesse 
lineaire de translation a la vitesse angulaire de rotation 
est egal a la plus courte distance du point de contact a 
I'axe , divisee par la tangente trigonometrique de I' angle 
que forme avec I'axe la tangente commune perpen- 
diculaire a la plus courte distance. 

15. Rapport des vitesses constant : Pour que le 

v 
rapport — soit constant , II faut que ct varie propor- 

tionnellement & tgATD. On est stir que cette condition 
est remplie , quand la surface qui limite le corps mo- 
bile autour de I'axe est hglicolde et s'enroule autour 
de I'axe. En effet , pour toute position du point t sur 
cette surface, la tangente a l'h&ice passant par ce 
point sur la surface est perpendiculaire & ct, et forme 
avec I'axe un angle dont la tangente trigonometrique 
est ggale au produit 2* x ct divisg par le pas de la 
surface h&icolde. Done : 

THtiORfiME. — Si, de deux surfaces en contact , I'une 
tourne autour d'un axe et I 9 autre se meut paralUlement 
a cet axe, le rapport de la vitesse liniaire de translation 
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d la vitesse angulaire de rotation est constant quand la 
surface mobile autour de I 1 axe est une surface helicoide 
s'enroulant autour de cet axe ; et La valeur constante du 
rapport est egale au pas de la surface helicoide divise 
par 2n. 

C'est la> le principe de 1'engrenage de la vis sans fin. 

§ 8. TRANSFORMATION d'cN MOUVBlfSNT C1RCULAIRB 

DANS UN 1IOUVBMBNT CJRCULAIRB. 

IC Cas g£n£ral. Des deux surfaces s et s' qui se 
louchent au point t ( fig. 8 ) , la premiere est mobile 



K A 




I' C K' 

I 

autour de 1'axe ik avec la vitesse a, et la seconde 
autour de l'axe i'k' avec la vitesse a'. Les droites tc 
et tc 7 sont abaissles perpendiculairement du point T 
sur les axes ik et iV. Les droites ta et ta ; repre- 
sented les vitesses lin£aires des points m et it' par 
lesquelsse touchent s et s y , et sont ainsi respective- 
ment ggales aux produits a > tc et a'x tc'. 

Prenons sur ta une longueur te £gale h tc , et 
menons par le point e un plan paraltele au plan tan- 
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gent commun, coupant ta' cd f. La droite ef gtant 
paraltele h aa 7 , on a la proportion 

ta__ta' 

TE TF 9 

d'ou Ton dlduit la suivante : 

a _tc' 

a' TF 

qui ramfcne au rapport de deux droites 1'expressioo 
du rapport des vitesses angulaires. 

17. Remarque : La vitesse de glissement ne peut 
prendre la valeur z£ro que si ta et ta' se confondent, 
ce qui exige que les axes ik et i y K y soientsitugs dans le 
ro£me plan , et que le point t de contact traverse le 
plan des axes. 

18. Le plan tangent commun coupant le plan des 
vitesses suivant la droite DD'parall&le & aa', la for- 
mule (1) du n°. 5 fournit la relation 

a tc' sin a'td' 

a' tc sin atd ' 

que Ton peut se proposer de transformer. 

Appelons pour cela p le plan tik ( fig. 9 ) , p' le 
plan ti'k', et construisons leur intersection gh. La 
droite gh est perpendiculaire & ta, comme 6tant 
situge dans p ; elle est perpendiculaire & ta', comme 
6tant situ^e dans p'; elle est done perpendiculaire 
au plan ata' des vitesses , et par suite & la droite dd' 
qui s'y trouve. On peut done mener suivant gh un 
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plan q perpendiculaire k dd' , lequel forme avec les 




plans p et v 1 des angles respectivement 6gaax k atd 
et a'td 7 . Ainsi , on peut 6crire 

a tc ; sin (p',Q) 
a' tc sin (p,q) 

Le plan Q est le plan normal common passant par gh. 

19. Gas ou les axes de rotation sont parallEles. 

La droite gh (fig. 10) est alors parall&le aux axes, 

H Fig. 40. 
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et par suite perpendicolaire au plan ctc', qui se con* 
fond avec le plan des vitesses. Le plan Q , renfermant 
gh, est parallgle aux axes. Menons la droite cc ; ; 
d&erminons le point b de rencontre de cc' avec le 
plan q ; joignons tb. Les angles btc et btc' mesurent 
les angles di&dres que forme le plan Q avec les plans 
p et p'. On a done 

a TC y sin btc' 

a 1 tc sin btc * 

Mais , dans les triangles btc 1 et btc , on a 

TC'xsin BTC / =BC / xsin tbc', 
tc x sin btc=bc x sin tbc 

II en r£sulle la relation 

a bc' 

a' bc # 

D'ailleurs, le point b est la projection , sur le plan 
ctc' , du point n oh la norinale commune tn perce 
le plan des axes; en sorte que ce point Best &la 
mgme distance des axes que le point N lui-mGme. 
Done : 

THfiORfiME. — Lorsque les deux surfaces qui se can- 
duisent sont respectivement mobiles autour de deux axes 
paralleles , le rapport des vitesses angulaires de rotation 
est inverse du rapport des distances de chacun des axes 
au point ou la normale commune perce le plan des axes. 

*o. Nota :■ II serait facile de dlmontrer que les 
rotations simultan£es sont de sens contraires quand la 
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normale commune passe eotre ies deux axes , et de 
mgmes sens quand elle passe en dehors. 

*f . Vitesse de glissewtent : Figurons les deux trian- 
gles taa' et tcC situls dans le mfcne plan (6g. 11), 



A' 




et la trace tb da plan q , & laqnekle aa' est perpen- 
diculaire. Repr&entons par f la longueur de la droite 
tb terminate & la droite cc'. 
Le triangle taa 1 donne 

«==*> cos A-fV cos A # , 
ou 

COS CTB+0 1 COS C'TB , 



les angles a et a 1 Slant respectivement Igaux aux 
angles ctb et c'tb. 

Abalssons des points c et c' sur tb les perpen- 
dlculaires cl et cV, nous aorons 

v. cos CTB=O.CT. COS CTB=a.Tt , 

V. cos c'TB=a / .c y T. cos c / TB==a / .il, / ; 



20 CINfiMATIQUE. 

par suite 

«==a(TB— BLj-j-a'CTB-f-BLO. 

Mais on a, d'ailleurs, 



ce qui entralne 



Done enfin 



a c^ BL # 

a'~~CB~~BL ' 



a.BL=a'.BL'. 



tt= ? (a-faO, 



la somme a-f-a' se changeant en difference quand le 
point b tombe en dehors des points c et c'. Done : 

THfiORfiME. — Lorsque les deux surfaces qui se con- 
duisent sont respectivement mobiles autour de deux axes 
par alleles, la vitesse de glissement de I'une comre I 9 autre 
est egale a la somme algibrique des vitesses angulaires m 
multipliee par la projection , sur tut plan perpendiculaire 
aux axes, de la normale commune terminee au plan 
des axes. 

%%. Rapport des vitesses constant: Ilr&ulte du tb£o- 
rgme du n°. 19, que le rapport des vitesses de ro- 
tation demeure constant quand le point de rencontre 
de la normale commune avec le plan des axes reste 
toujours situ6 sur une m£me parall&le aux axes. 

Si les surfaces qui se conduisent consistent dans des 

cylindres parall&les aux axes, on peut dire que le 

a 
rapport — des vitesses est constant quand le plan nor- 
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mal commun men6 suivant la g6n6ratrice de contact 
rencontre toujours le plan des axes suivant la mgme 
droite , laquelle est parall&le aax axes ; et le rapport 



a 



constant -; est inverse du rapport des distances des 
a 

axes k cette droite , ou, si Ton veut, inverse du rap- 
port des distances des axes au plan normal commun 
ineng suivant la gengratrice de contact, ces secondes 
distances 6tant proportionnelles aux premieres. 

C'est sur ce principe que repose la construction 
g£om£trique de l'engrenage cylindrique. 

23. Cas ou les axes de rotation sont concou- 
rants. Si les axes ik et i'k' ( fig. 12 ) concourent en 



K 



Fig. 12. 




K' 



un point o , la droite gh d'intersection des deux plans 
p et p' passe aussi par ce point , et le plan q coupe le 
plan des axes suivant une droite ob que rencontre en 
un certain point n la normale commune. 
Appelant i Tangle que forme le plan Q avec le plan 
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des axes , et qui fait partie du trtedre 

dans ce trtedre , 

sin (p,q)_ sin bok # 
sin t sin hok' 

/ l B \ 
et, dans le tri&dre I o k' ), 

\ |h/ 

sin (p',Q) __ sin bok' 
sin (n — t ) sin hok 1 ' 

II en r&ulte 

sin (p',Q) __ sin bok' sin hok 
sin (p,q) sin bok sin hok'* 

La formule du n°. 18 devient done 

a tc' sin bok 7 sin hok 

a* tc sin bok sin hok 1 * 

Mais 

tc' sin hok 

— x~. =i; 

tc sin hok' 

on obtient done enfin la formule 

a sin bok 7 



I ok J, on a , 

\ H/ 



a' sin bok * 
que Ton 6nonce en disant : 

Th£or£me. — Lorsque les deux surfaces qui se con- 
duisent sont respectitement mobiles autour de deux axes 
concourants, le rapport des vitesses angulaires de rotation 
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est inverse du rapport des sums des angles que forment 

les axes avec la droite menee de lew point de concours 

au point ou la normale commune per ce le plan des axes. 

sin bok' 

*4. Nota : Le rapport — 6tant 6gal ao rapport 

sin BOK 

des distances do point n aux axes ok 7 et ok , il en 
r&ulte que le present thloreme et celni do n°. 19 ne 
constituent qo'one seole et m6me propria rlpondant 
ao cas oil les deux axes sont sitngs dans le m6me 
plan , qo'ils se rencontrent oo non. 
95. Vitesse de glissement : La formole g6n6rale 

*=t> cos A-fV cos A* 

pent, dans le cas qui nous occope, s*£crire sous la 
forme 



CT. COS (V,Q)-{-a'.C'T. C06 (p'Q), 



oo 



«==0T {a. sin hok. cos {* 9 Q)-\-a'. sin bok 7 . cos (p',q) j . 



Or , les triMres 



/ l B \ / l B \ 

I ok I et I ok' I 

\ H/ \ H/ 



donnent 



sin bok. cos (p,Q)=sin hob. cos bok-|-cos hob. sin bok. cos i , 
sin hok'. cos (p',Q)=sin hob. cos bok'+coshob, sin bok'. cos (*•— t). 

Substitaant ces r&ultats dans la valenr de h, on 
obtient 

tl==OT. Sin HOB. JO. COS BOK-f-**'. COS BOK 1 j 

+ot. cos hob. j a. sin bok — a', sin bok 7 {cos. i. 
Mais , la seconde ligne de la valeur de u est nulle 
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en vertu du th6or6me pr£c6dent ; et, xlans la premi&re 
ligne , le produit ot X sin. hob est 6gal & la longueur 
de la perpendiculaire abaissge du point t sur la droite 
ob. Repr&entant par q cette longueur , on a done 
enfin la formule 

U=q J a COS BOK-fV cos bok' j . 

26. Rapport des vitesses constant : II rlsulte du 
th6or£me du n°. 23 , que le rapport des vitesses reste 
constant quand le point de rencontre de la normale 
commune avec le plan des axes reste toujours situ6 
sur une m6me droite passant par le point de concours 
des axes. 

Si les surfaces qui se conduisent consistent dans des 

cdnes ayant pour sommet commun le point de con- 

a 
cours des axes , on peut dire que le rapport — des 

vitesses reste constant quand le plan normal commun 

men£ suivant la ggngratrice de contact coupe toujours 

le plan des axes suivant la m6me droite ; et le rapport 

a 
constant -j est inverse du rapport des sinus des angles 

a 

que cette droite forme avec les axes, ou , si Ton veut , 
inverse du rapport des sinus des angles que forment 
les axes avec le plan normal commun men6 suivant la 
g£n£ratrice de contact, puisque ces derniers sinus 
sont les produits des premiers par sin t. 

C'est sur ce principe que repose la construction 
geom&rique de l'engrenage conique. 
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GINfiMATIQUE. 



DE LA 



TRANSMISSION DE L'ACCfiLMTION 



PAR CONTACT IMMfiDIAT ENTRE CORPS SOLIDES 



MOBILES ADIODR D'AXBS CONCODRANTS OU PARALLELES. 



§ 1".— DE L* ACCELERATION TRANSMISE , QUANO LES DECX 
CORPS SONT MOBILES AUTOUR D'AXES CONCQURANTS. 



ARTICLE l er « — Cas oA le* eorps sont limits* par 
des surfaces eoniques S et S', ayant pour gommet 
eommun le point de eoneoars des axes* 

l . Lemme. — Lorsquun arc de grand cercle se de- 
place infiniment peu sur une sphere , les projections, sur 
les (angentes extremes, des vitesses de ses extremites sont 
egales et de meme sens. 

Soit GC (fig. 1) cet arc de grand cercle, qui passe 
a la position infiniment voisine D D' ; soient C B et 
C'E' ses tangentes extremes , raendes dans le m£me 
sens ; H et H 7 les milieux des &(5ments CD et C D' ; 
P Tune des intersections des arcs de grand cercle 
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mends par ces points , perpendiculairement aux 616- 
ments. 

Si Ton ach&ve de construire les triangles sph€- 
riqnes PCC et PDD', on apergoit qu'il suffit, pour 
qu'ils arrivent & coincider, de faire tourner Tun 
d'eux autour du pdle P , dans an sens convenable , 
d'une quantity angulaire exprimde , indiffdremment , 

i » CD i * C ' D ' 

par le rapport - — — - > ou par le rapport — — — r=- ; 

sin CP sin CP 

en sorte que Ton a la relation 

CD sinCP 



C D' sin C P 
Mais le triangle PCC donne 

sin CP _ sin C C P _ cos D'C'E' 
sin C'P ~* sin C'CP "" cos DCE 

II en rdsulte la relation 

CD _ cos D'C'E' 
CD' "cos DCE ' 

qui peut s'dcrire encore sous la forme 

CD • cos DCE s= CD 1 . cos D'C'E' 
et ju stifle la propri£t6 dnoncde. 

V» Vitesses angulaires simultanies. 

On prend le point de concours des axes pour 
centre d'une sphere dont le rayon est dgal k l'unitd. 
Cette sphere rencontre les axes en des points A et 
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A 1 (fig. 2), et les surfaces S et S' suivant les lignes 
ME et M' E', se touchant en un point T qui se 
ddplace constamment sur ces lignes et sur la sphere. 
Soient G et C les pdles des cercles osculateurs , en 
T, des lignes ME et M'E'. L'arc de grand cercle 
CC coupe normalement ces lignes au point T et 
rencontre Tare de grand cercle A A 1 en un point que 
nous appellerons B ou B ; , selon que nous le consi- 
d&erons coinrae le sommet du triangle ABC ou 
comme celui du triangle A'B'C. Nous poserons : 



CAB = A, ABC = B, BCA = C, 
C'A'B'=A', A'B'C'=B', B'C'A'= C, 

BG = a, GA = , AB = y, 
B'C'=a', C'A' = P', A'B' = y', 
CT = p, C'T = p', a — p = a' + p ; = 



et nous remarquerons que Y + Y ; e * B + B' sont 
, constants pendant toute la durde du mouvement, la 
dernifere somme &ant 6gale a x. 

La figure repr^sentant la position du syst&me & 
l'origine du temps dt, soient M et M ; les points 
par lesquels se toucheront les surfaces S et S' au 
bout de ce temps dt. Les points M et M' sont infi- 
niment voisins du point T : en sorte que les arcs de 
grand cercle G M et C'M' sont respectivement dgaux 
aux arcs GT et C'T, et normaux, comme eux, aux 
lignes respectives ME et M'E'. Done, au bout du 
temps dt, les arcs CM et M y C y seront sitnds sur le 
prolongement Tun de l'autre , et la distance des 
points C et C sera la mdme qu'a l'origine du temps 
dt. Les vitesses angulaires a et a' de rotation des 
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surfaces S et S' autour de leurs axes respectifs # 
varieront done comme variant celles des points G et 
C' tournant autoar des pdles respectifs A et A 1 , sans 
variation de longueur de Tare de grand cercle GC'. 

Or » la vitesse du poiqt G est egale a a sin , et 
sa direction forme , avec le premier Anient de Tare 
GC', un angle egal au complement de G; elle a 
done le produit a sin (J sin G pour expression de sa 
projection sur ce premier element, prolong^ dans le 
sens G C y . De m6me , le produit a' sin $' sin G 1 re* 
prdsente la projection de la vitesse du point C' sur 
le dernier element de Tare G G' , prolong^ au-dela 
du point C y . Ou a done, en vertu du lemme pre- 
cedent , regaiite 

(i) a' sin a' sin C 1 = a sin a sin C. 

Mais, les triangles ABC, A / B / G / donnent les 
relations 

sin a sin C = sin y sin B , 
sin a y sin C y = sin y ; sin B'. 

Substituant dans la formule (1) , on obtient, apr£s 
suppression des facteurs £gaux sin B et sin B' , la 
formule 

(2) a 1 sin y # ~ <* sin Y a== ° > 

qui determine d'une mani&re simple le rapport des 
vitesses angulaires. 

3. Accelerations angulaires simultanees. 

Que Ton derive par rapport au temps les deux 



membres de la formal* (2), en remarquant quo la 

somme -^ -f- -— est nulle , on obtiendra I'&ralitt 
at at 

/*>\ da' . da . . dy 

(3) -^— sin y' — — sm y = (« cos Y / + a cosy) -^ ♦ 
dt dt * v * ' 4/ tf* 

qui relie les accelerations angulaires -?- et -7- » mais 

rfY 

ou il reste & remplacer -ry par sa valour. 
Or , le triangle ABC donne 

cotJ(J sin y = cos y cos A «+• sin A cot B ,J 
pu 

* a * ^ . . sin A cot B 

COt 3 = COt Y COS A H : • 

4 ' sinY 

DifKrentiant , ce qui ^limine Tangle constant (i, on a 

-^-^-r = (cot A cot B — cos y) rf A — (cot A + cot B cos y) -r-^-J 
sin 2 B N 4/ sinY 

Substituant 

sin y cot ct 

dk^aadt, cotA = — r-^r cot B cos y . 

sm B * 

il vient , apres simplification et division par d t , 

rfB dy 

-j- = (cot a cos B sin y — cos y) a — cot a sin B ■— • 
at at 



Le triangle A' B # C y donne , de m6me , 



d 



V tf Y y 

-trrfcota'cosB'sinY 7 — cosyO ' — cota'sinB'-r*-. 



8 guv^katiqite. 

On ajonte les deux derni&res egalitfc, en rem- 

dB' 

pla^ant, dans la seconde, B 1 par tc — B, — - par 

rfB d^ dv 

-77 ,et -d7 par ""rf7 ; onobtl6nt 

ciy . n a' sin y # cot a' — a sin y cot a a'cosY'-f-* 003 ? 

•j-sm B= cos B-f- ■ y 

a * cot a # — cot a ' cot a' — cot a 



oil 

d*f . • _ . a'cos y'+o cosy 

—4 sin B = a sin y cos B H —~ — m » 

dt cot a 1 — cot a 

en vertu de la formule (2). 

d y 
La valeur de -77 ainsi obtenue , on la substitue 

at 

dans la relation (3) ; on remarque que le prodnit 

a sin y (a' cosy 1 + a cosy) est 6gal au produit 

a a' sin (y + Y # )? en vertu de la formule (2) ddj& 

invoqude , et Ton arrive alors a la relation definitive 

I da 1 . da . \ . 

[ — = — sm y ; 1- sin y sin B = 

(4W \ dt di ' 

aa> sin ( T + T Q cos B + (a ' ™/ + a «*& . 
N cot a' — cot a 

a laquelle nous joindrons les suivantes : 

(5) a = 8 + p , a' = 8 — p 7 . 

On voit done qu'il suffit , pour comparer a chaque 
instant les accelerations angulaires des surfaces S et 
S', de connaitre a chaque instant la position des 
pdles G et C des cercles osculateurs, enT, aux lignes 
M E et M' E 1 . 
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4. Vitesse de glissement. — On pent remarquer que, 
dans le second membre de la formule (4) , le dernier 
terme est proportionnel an carr^ de la vitesse u de 
glissement de la ligne ME contre la ligne M'E'. 
Cela rdsulte de la formule 

(6) u = sin 8. [a* cos y' + « cos y] » 

qui trouve sa justification dans un autre mdmoire , 
mais que Ton peut d^montrer ici d'une manifere plus 
simple , en partant de l'£galit4 

wdf = MT + M'T, 

qui determine Tare 614mentaire de glissement. 

Soit I (fig. 3) le point de la sphere dans lequel 
viennent se confondre, au bout du temps dt, les 
points M et M', apr&s avoir ddcrit les arcs MI et 
M y I en tournant autour des p61es A et A' avec les 
vitesses a et a'. 

La figure TMIM'T peut 6tre assimilge a un 
triangle dldmentaire de cdt^s MM', IM et IM 7 
respectivement perpendiculaires aux tangentes qui 
prolongent en T les arcs de grand cercle BT, AT 
et A'T. Dans ce triangle , on a 

MM 1 = IM cos M + IM 7 cos M' , 
ou 

udt = IM cos A TB 4- IM' cos A'T B/. 

Substituant a IM et IMMeurs valeurs tiroes des 
formules 

IM = a dt sin AT, IM> = a'dt sin A'T, 
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et supprimant , apris substitution , le facteur d t 9 on 
obtient 

u = a sin AT cos ATB + a' sin A'T cos A'TB*. 

Dans cette relation, nous-exprimerons a eta' au 
moyen de la quantity auxiliaire b satisfaisant aux 
conditions 

a sin A B = a 1 sin A'B' ss b 9 

qui impliquent la formule (2). II viendra 

.rsinAT kmn sinA'T iAlm «.l 
u = b\ . cos ATB + . A , Dl cos A'TB' , 

[sin AB sin A'B' ' J 

ou 

u = b sin B [cot ATB ■+- cot A'TB'], 
ou 

u = b sin 8 [cot y + cot y'] » 

en vertu de formules trigonom&riques connues. Or 
on d^duit aisdment de la derni&re relation la for- 
mule (6), par l'&imination de Tauxiliaire b. 

£5. Scolie. — Au lieu de donner Punitd pour rayon 
k la sphere qui a son centre au point de concours 
des axes , on peut supposer k ce rayon une valeur R 
quelconque , et designer par les me?nes leltres 8 , p , 
p J , a, a', p..., les monies arcs que ceux definis prd- 
cddemment, mais considers ici sur la sphere nou- 
velle. Les formules (2), (6) et (U) se changent alors 
^videmment dans les suivantes ; 
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/ # - 7 .7 w .8f y 1 y 1 

!a f sin £■ — a sm-£ =ro, — - = sm — • a' cos ~- -f a cos—- 
I it HH "• L J 

tda'.i' da . 7 \ . 

—7— -sin vr =- sin ■— ] sm B = 

\dt R d* R/ 



a a J sin ' ' cos B -f- 



a y cos ? +■ a cos^ J 



R a' a 

col-- cot- 



oti Ton a 



(8) 



+ p . 8-p' 
8in _ „ ___ 



cot -^ — cot — sin £-^ 



ARTICLE 9m — Cas oik to* deux eorp*, mobile* 
aatour d'axe* eoneourant* , oont llmlte* par d«* 
•urfaee* Set 8' queleonqne** 

a. Soit le point de concours des axes , et M un 
point de la surface S ; on conviendra , pour abrgger 
le langage , d'appeler plan normal [ M ] le plan qui 
passe par le point et par la normale & la surface S 
au point M ; de m£me , on appellera plan normal 
[0M ; ] le plan qui renferme le point et la normale 
k S' men^e par le point M' de S 7 . 

Les deux surfaces S et S' &ant toujours en con- 
tact pendant que le mouvement se transmet de Tune 
& 1 'autre , nous supposerons que Ton connalt , sur 
cbacune d'elles , le lieu gdom&rique des points de 
contact. Si, sur Tun de ces lieux g^om&iiques, on 
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consid&re deux points A et B infiniment voisins, 
les deux plans normaux consdcutifs [0 A ] ei [OB], 
qui leur correspondent , se coupent suivant une 
droite C , dont nous supposerons aussi la direction 
connue , sauf k nous occuper plus loin de cette re- 
cherche particulifere. 

7. Soit T (fig. 4) le point de contact des deux 
surfaces S et S' k un certain instant, TE le lieu 
g£bm&rique des points de contact sur la surface S , 
TE' le m&ne lieu gdom&rique pour la surface S' , 
M et M y les points de TE et TE' f par lesquels se 
toucheront les surfaces S et S' aprfcs un ddplacement 
eidmentaire du systeme. Ces deux points , M et M' , 
sont ndcessairement k £gale distance du point de 
concours des axes : en sorte que Teldment MM' est 
perpendiculaire k la droite OM, et, par consequent, 
k la droite T , infiniment voisine de la premiere ; 
d'une autre part, l'61&nent MM 1 , joignant les ex- 
tr&nitds de deux elements TM et TM', situ^s dans 
le plan tangent commun, est perpendiculaire a la 
normale commune issue du point T; lament MM' 
est done perpendiculaire au plan normal commun 
[OT]. 

Soit OG intersection des deux plans normaux 
consecutifs [OT] et [OM] pour la surface S; 0C ; 
Intersection des deux plans normaux consecutifs 
[OT] et [OM'] pour la surface S'; C et C' les 
points de rencontre de ces intersections avec une 
sphere de centre et d'un rayon dgal k Tunite ; t 
le point de rencontre de la droite OT avec la sphere, 
situd, avec C et C', sur un m6me arc de grand cercle ; 
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et m' les points oil les droites OM et OM' percent 
la sphere ; C m , mm', m'C' et GC les arcs de grand 
cercJe qui joignent deux & deux les points C, 111,111', 
C. Lament mm' , &ant parallfcle k MM', est 
perpendiculaire au plan normal [OT], et, par suite, 
k la trace G C' de ce plan sur la sph&re. On conclut 
ais&nent de \k que la somme des deux arcs Cmet 
G 1 m' est <§gale k Tare G C'. 

Ainsi , apr&s le d^placement &6mentaire du sys- 
tfeme , lorsque les deux points M et M f seront con- 
fondus , aussi bien que les points m et m / , et que 
les plans normaux [OM] et [OM'], lesquels ont 
pour traces sur la sphfere les deux arcs C m et m / C / , 
on reconnaltra que ces deux arcs C m et m' C 1 vien- 
nent se placer sur le prolongement Tun de l'autre , 
et que la distance des points C et G' demeure in- 
variable. 

Si done on veut 6tudier , k un certain instant , les 
conditions de la transmission du mouvement d'un 
corps k l'autre , on devra pr^alablement determiner, 
sur la sphere (fig. 5 ) , la position des points t , C et 
C, pr^c^demment d6finis , ainsi que celle des p61es 
A et A' de rotation , et faire tourner les points C et 
C autour de leurs pdles respectifs A et A 7 , sans 
alt^rer la grandeur de Tare C C' : ce qui ram&nera la 
prgsente question k celle traitde dans le premier ar- 
ticle. En consequence , on pourra conserver les nota- 
tions employees dans ce premier article , sauf k 
substituer le point t de la figure 5 au point T de la 
figure 2 : auquel cas les formules 

(2) a' sin y' —* a sin y = , 
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/rfa' da . \ . 

\-rf7 8mY -rf7 sm ^) smB = 

(a # cos ■*' 4- « cos y) f 



(4) 



aa' Bin (y + Y 1 ) cos B + 



cot a' — cot a 



encore applicables , fourniront , pour des valours 
donndes de a et — ? les valeurs correspondantes de 

a' et -T- • De mdme , la formule 
dt 

(6) u = sin 8 . [a 9 cos Y y + a cos y ] 

ddterminera la Vitesse angulaire du glissement des 
deux surfaces S et S' Tune contre Tautre , vitesse 
quil faudra multiplier ensuite par la distance du 
point de contact au point , pour obtenir la vitesse 
lin^aire. 



8« Recherche des points C et C>. — II sufflra 6v\- 
demment de s'occuper de Tun de ces points, du point 
G , par exemple , de la figure 4. Sa position sera 
connue , si Ton connatt Tangle p , que forme la 
droite C avec la droite T , dans le plan normal 
commun [OT]. 

Soient MN et TO (fig. 6) les normales & la sur- 
face S , menses par les points M el T ; elles rencon- 
trent n&essairement la droite G , intersection des 
deux plans normaux [OM] et [OT] ; soient N et U 
les points de rencontre. Avec M. Gilbert , nous 
appellerons courbure de la surface S , en T , suivant 
TM, le rapport, & T&ement TM, de Tangle aigu t 
des normales M N et T U ; le rapport inverse r , t§gal 
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TM 

k — r- > sera dit le rayon de la courbure ; enfitt , la 

direction de Mdment TM el celle de la trace du 
plan tangent en M sur le plan tangent en T , c'est- 
&-dire la direction de la perpendicalaire commune 
aux deux normales MN et TU, prendront le nom 
de directions conjugudes. Ce gfomfctre a fait voir (J) 
comment, lorsque la direction TM est donnde, 1'autre 
peat s'en ddduire, ainsi que la courbure, pourvu que 
Ton connaisse les courbures principales de la surface 
au point T. 

Menons par le point N la droite NQ parallfele k 
UT et prolongde jusqu'& la rencontre en Q du plan 
tangent en T ; traqons ensuite, dans ce plan, les de- 
ments QM et QT. On peut regarder comme connues 
les directions de ces dldments : en effet, d'une part , 
QT est la trace du plan normal commun [OT] sur 
le plan tangent ; de 1'autre, Q M , situd dans le plan 
MNQ, est, comme MN et NQ, perpendiculaire k 
la direction conjuguee de la direction TM. Ainsi, 
tous les angles du triangle MQT sont connus; et, 

si Ton pose ^rj = k , on peut , dans cette igeiiiti , 

consider comme connu le second membre , qui 
n'est autre qu'un rapport de sinus. 

Celaposd, considdrons le triangle MNQ, seosi- 
blement isocfele , et dont Tangle en N est dgal k i ; 
ildonne QM = i.QN. 

D'ailleurs on a , par definition de r , Tdgalitd 

TM = t>. 

(\) Societe Phibmathique de Paris, communication faite encc- 
tobre 1867, 
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11 en r&ulte 






QM QN 
TM~" r ' 


et , par suite , 






QN = Ar. 



Soit consid&g maintenant le triangle OTD, dans 
lequel le c6t£ OT et Tangle OTU sont connus , 
dontlec6t4 TU diflfere infiniment peu de QN, et 
dont Tangle UOT est pr6cis6ment 6gal a p. On a , 
dans ce triangle , la relation 

sin p kr 



sin (p + OTU) OT 

oil toot est connu , excepts p , et qui determine cet 
angle par sa tangente. 

§ *. — DE L* ACCELERATION TRANSMISE , QUAND LES 
DEUX CORPS SONT MOBILES AOTOUR D'AXES PARAL- 
LfcLES. 

©. Supposons d'abord les corps limits par des 
surfaces cylindriques S et S 1 , parall&les aux axes de 
rotation. Les formules relatives a ce cas peuvent 6tre 
d^duites des formules (7), obtenues dans Tarticle pre- 
mier du premier paragraphe. II suffit d'y supposer le 
rayon R infini , ce qui transporte a Tinfini le point 
de concours des axes. 

Comme il vient alors , quel que soit Tare a , pris 
sur la surface de rayon R i 

lim R sin — = a , lim cos — = i ; 

11 XV 
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comme la relation (8) donne 

lim.— » .(» + »<» ->0 t 

cot— -cot— p ^ p 

on en conclat que les families (7) t apr&s multipli- 
cation par R, et pour R infini, se transformeront 
dans les suiyante^ : 

/ .da' da\ . _ 

(9)U^-rf7-^rf7J 8mB = 

(y + 7') a a' cos B + ( 8 + PH 8 -P0 (a + ^ 

oil p et p 1 sont les rayons de courbnre TC et TC 
(fig. 7), rgpondant au point T de contact des sections 
M £ et M' E', faites dans les surfaces S et S' par 
le plan de la figure, suppose perpendiculaire aux 
axes qui le percent aux points A et A' ; ou 5 est 
la longueur T B de la normale commune intercepts 
entre le point de contact et la droite A A' ; ou y et y' 
sont les longueurs des segments que cette normale 
determine sur A A' ; B Tangle de T B avec A A' ; 
a et a'.les vitesses angulaires de rotation autour des 
centres respectifs A et A'; u la vitesse lindaire de 
glissement des deux lignes M E et M' E' Tune contre 
l'autre. 

to, Considirons maintenant le cas ou les deux 
corps, mobiles autour de deux axes paralleles , sont 
limites par des surfaces S et S' quelconques. C'est 

2 
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le cas traits dans le second article da premier para- 
grapbe, et oii Ton supposerait le centre transports 
k l'infini. Les formules (2) , (4) et (6) sont done 
applicables, aussi bien que les formules (7), qui en 
dScoulent ,*et oii Ton peut supposer le rayon R egal 
k la distance du point de concours des axes au 
point de contact T des surfaces S et S' ; de telle 
sorte que, si le point s'Sloigne k l'infini, la sphere 
so transforme en un plan menS par le point T per- 
pendiculairement a la direction commune aux deux 
axes , en me me temps que les formules (7) se trans- 
formed dans les formules (9). 

Pour d&inir les quantity B, y? t'» &> P> P ; ? 9 U > 
entrent dans ces dernifcres formules, il faut imaginer 
que Ton mfene le plan des deux axes A et A', et, 
suivant la normale commune aux deux surfaces , un 
plan parall&le k ces axes ; B est Tangle des deux 
plans , que Ton ne pourra confondre avec son sup- 
plement , si Ton remarque que l'axe A est situS sur 
Tune de ses faces et le point T sur l'autre ; 8 est la 
distance de ce point k l'intersection des deux plans ; 
Y et y ; sont les distances respectives de cette inter- 
section aux axes A et A / . 

1 1 . II reste k d&inir et k determiner p et p'. Pour 
cela , il faut d'abord considdrer , sur les surfaces S 
et S', qui se touchent au point T (fig. 8) , les lignes 
TE et TE', lieux gdometriques des points successifs 
de contact, et, sur ces lignes, les points M et M' par 
lesquels doivent se toucher les surfaces au bout du 
temps dt, Foment MM J etant ainsi perpendiculaire 
aux axes. On m&ne par le point T la normale com- 
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mune, et, suivant cette normale, un plan parall&le 
aux axes ; on m6ne par les points M el M' les nor- 
males respectives des surfaces S et S' f et , suivant 
ces normales, des plans parall&les aux axes ; les in- 
tersections de ces deux derniers plans avec le pr6- 
c^dent sont des droites parallfcles aux axes et situees 
respectivement aux distances p et p> du point T. C'est 
ce qui r^sulte des developpements donnas dans le 
n° 7 et de l'hypothfese qui transporte le point k 
l'infini. 

Cela pose, soit XX' (fig. 9) le plan perpendiculaire 
aux axes, meng par le point T de contact des deux 
surfaces S et S' ; soit T E le lieu ggom&rique , 
sur S , des points de contact successifs ; M le point 
de T E par lequel se toucberont les surfaces au bout 
du temps dt ; MN et TO les normales & S rdpondant 
aux points M et T; CO la perpendiculaire & XX y , 
suivant laquelle se coupent les plans mengs , paral- 
l&lement aux axes f par les normales M N et TO, 
cette droite CO penjant au point C le plan XX' et 
rencontrant aux points N et U les deux normales. 
La droite T C n'est autre que p f et sa longueur est 
ggale&TUsinCUT. 

Soit la droite NQ paralleled UT, et rencontrant 
en Q le plan tangent commun. La longueur T U ne 
difffcre pas sensiblement de Q N. 

Si Ton joint le point Q aux points M et T, on forme 
ainsi un triangle etementaire M Q T, dans lequel tous 
les angles sont connus, puisque ses trois cotds ont 
des directions connues. En effet , T M est dirigg 
suivant la tangenle en T de Tare TE; TQ appartient 
a la trace du plan CUT sur le plan tangent commun ; 
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enfin QM est situi sur rintersection de ce m6me 
plan tangent/commun avec le plan M Q N perpen- 
diculaire & la direction conjugude de TM sur la 
surface S , direction conjugate que Ton sait deter- 
miner si Ton connait les courbures principales de la 
surface au point T. 

Ces mgmes courbures principales font aussi con- 
naitre le rayon r de la courbure de S suivant TM, c'est* 
4-dire le rapport de lament TM & Tangle aiga t 
des deux normales MN et TU, ou k Tangle MNQ. 

Si maintenant on rapprocbe la relation T M = i r , 
qui d&init r, de la formule Q M = i . Q N fournie par 
la consideration du triangle MNQ sensiblement iso- 
c61e, on en d&Iuira Tdgalit4 

QM _ QN 

TM"" r ' 

dans laquelle le second membre, ^gal au rapport 
des sinus de deux angles connus , a une valeur d£- 
termin^e k : ce qui permet encore d'£crire 

QN = *r, 

et conduit & la formule 

p=rfcrsinCUT, 

od C U T repr£sente Tangle de la normale commune 
avec les axes. 

En procddaut de la m6me manifere , on obtien- 
drait pour p' une expression de m6me forme. 

/Vote. — On pent remarquer que le point C est la 
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rencontre des projections des normales MN et TU 
sur le plan XX' : ce qui conduit k presenter la de- 
finition de p sons une forme an peu diflterente. De 
meme poor p ; . 



§ 3. - DE l/ ACCELERATION TRANSMISE , QUAND LA 
SURFACE S EST MOBILE AUTOUR D'UN AXE, ET LA 
SURFACE S' SU1VANT UNE DIRECTION PERPENDICULAIRE 
A CET AXE 



19. Ce cas eat renfermd implicitement dans celui 
qui fait l'objet du second paragraphe. Si , en effet , 
on congoit l'axe A' (fig. 7) transports k Tinfini, le 
mouvement de rotation de S' autour de A' devient , 
a la limite , an mouvement de translation recti ligne, 
perpendiculaire au plan des deux axes A et A ; , et 
par consequent perpendiculaire & l'axe A,quin'a 
pas boug& Les formules (9) sont done applicables , 
pourvu qu'on y suppose a' nul et y' infini. 

Pour le prouver, revenons au second paragraphe , 
et considdrons-y un point V quelconque participant 
au mouvement de la figure S' autour de l'axe A # . Si v 1 
est la vitesse lin£aire de V , si X' est sa distance k 

v' 

l'axe A', on a a' = -r— ; d'ou 

7 V 9l dt V dt 

Si l'axe A 1 se transporte k 1 'infini , ces formules 
deviennent les suivantes : 
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t - , .da' dv 1 



oix v* est la vitesse de translation de S'. 

D'une autre part, le produit (7 + 7') aa' , ou son 
Equivalent 7 a (a + a') , se reduit & 7a 2 , puisque a' 
est nuL Les formules (9) donnent alors 



«' = 7.a, ti = S.a, 

(iOW/du' da\ . __ f ^ (8+p)(8— p'Yl 
A"**) smB=[7COsB+Lll£H^j 



A 



Dans ces derni&res formules , on sait ce que repre- 
sented a, 0' et u; d'une autre part , B est Tangle de 
deux plans , dont Tun renferme l'axe A de rotation 
et est perpendiculaire a la direction de la translation, 
dont l'autre est mend suivant la normale commune 
et parall&lement a l'axe, cet angle B ne pouvant 
d'ailleurs 6tre confondu avec son supplement , si Ton 
remarque que l'axe A et le point T de contact sont 
situds sur ses faces ; 8 est la distance du point T k 
l'intersection des deux plans, et 7 la distance de 
cette intersection k l'axe. 

Quant aux quantity p et p 7 , leur definition exige 
que Ton distingue le cas oil les surfaces S et S' sont 
des cylindres parall&les a l'axe A , et celui ou ces 
surfaces sont quelconques. Dans le premier cas, p 
et p' sont, comme au n° 9, des rayons de courbure ; 
dans le second , p et p' se dgfinissent et se deter- 
minent comme au n° 10 , l'axe A' transports a l'in- 
fini ayant toujours m6me direction que l'axe A. 
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§4.«- DE L'AGG£l£RATION TRANSM1SE , DANS LE GAS 
OE DEUX MOUVEMEKTS RECTILIGNES. 

13. C-est encore Id un cas particalier du cas 
traite au second paragraphe, et les formules (9) y 
rdpondent encore. Pour en faire ici Implication , 
imaginons que les deux axes paralleles , aulour des* 
quels tournent les surfaces S et S', soient perpen- 
diculaire3 au plan de la figure 10, et le percent aux 
points A et A' ; supposons que le point de contact 
T des deux surfaces soil situd dans ce plan, sur 
lequel la normale commune se projcttera suivant la 
droite TB, renconlrant en B la droite A A': on 
va transporter & l'infini les points A et A' sur les 
droites OZ et OZ', que la droite TB rencontre 
en L et L' ; le point B s'en ira lui-m6me h Tinfini , 
et Tangle B tendra vers une certaine limite indd- 
terminee. 

Soient v et v 1 les vitesses respectives des points 
L et L' , quand on les suppose lies d'une maniere 
invariable , le premier avec la surface S , le second 
avec la surface S / ; les valeurs limites que prendront 
v et v 1 sont les vitesses des translations rectilignes 
dans lesquelles ddg&ierent les rotations. 

Gela posd , on a 

v A B sin L 

A L A L sin B 

. v 1 , , A'B , sinL' , 

A'L' 7 A'L' X siuB ' 
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d'ofi , & la limite , 

(7' a' — y a ) sin B = v* sin L 1 — v sin L , 
I .da 1 da\ dv 1 . " rfv . f 

r-rf7"- y rf7J 8inB = -d7 smL ~rf7 8mI - 

en eorte que la premiere formule (9) entraine la 
condition 

(ii) v* sin L' =» v sin L. 

D'une autre part , on a 

BL— TL % t BL'— TL' . 

. a =» w , . a' = — — v* , 

AL AL' 

et t a la limite , 

sin ABL . , sin A'BL' , 

sin L A B sin L' A y B 

» 

d'otl les 4galit& 

8 . a =* t; ( cos L + sin L . cot B ) , 
S.a'=y'(cos L'— sinL'. cot B) , 

dans lesquelles L, ^ et B represented les angles 
OLL', OL'L et ABL. 

De la on d&iuit, en tenant compte de la con- 
dition (11) 9 la formule 

8 . (a + a') = v cos L + v* cos L'. 

Si Ton icmarque, eufin, qu'a la limite on peut 



I 
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remplaccr (8-f p) (8 — p') (a + a 1 ) 1 par 8 1 . (a-f-a') s , 
on en conclura que les formules (9) deviennent, apr&s 
toute substitution , 



02) 



v* sin L' — v sin L = o , 

u = v cos L + v 1 cos 1/ , 

dv 1 . ,, dv . t (v cosL+u'cosL')* 
sin L' r- sin L = - — 



d/ rff p-f-p' 

I. Pour d^finir les quantitds L , L' , p , p f qui 
entrent dans ces dernteres formules , imaginons que 
Ton mfene, par le point T de contact des surfaces S 
et S 7 , un plan P parall&le aux directions des vitesses 
v et v y , et, dans ce plan, par un point quel- 
conque, des droites OZ et OZ' perpendiculaires a 
ces directions. 

Si les surfaces S et S', qui limitent les deux 
corps, sont des cylindres perpendiculaires au plan P, 
la normale commune rdpondant au point T est dans 
le plan P et determine, avec les droites OZ et OZ 1 , 
le triangle L V, auquel appartiennent les angles 
L et L' ci-dessus considdrds. En m£me temps , p et 
p' d&ignent , pour le point T , les rayons de cour- 
bure des sections faites par le plan P dans les sur- 
faces S et S'. 

Si les surfaces S et S' sont quelconques , on pro- 
jette sur le plan P la normale commune , et Ton 
considgre les angles du triangle OLL' que cette 
projection forme avec OZ et OZ'. II faut ensuite 
recourir aux points M et M', parlesquels se ton- 
cheront les surfaces S et S' au bout du temps dt y 



